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En este trabajo se establecen la existencia y consistencia de una sucesién de
estimadores de verosimilitud méxima para la familia normal sesgada unidimen-
sional, la cual incluye pardmetros de localizacion y escala. Se discute brevemente
la importancia de este problema en en el contexto de la literatura actual. El en-
foque de este trabajo se basa en una reparametrizacion en linea de la funcién de
verosimilitud, un mecanismo que permite obtener cotas para los maximizadores
en términos de la muestra.
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ABSTRACT

CONSISTENCY OF THE MAXIMUM LIKELIHOOD
METHOD FOR A SKEW NORMAL MODEL
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For the one-dimensional skew-normal model with location and scale
parameters, the existence and consistency of a sequence of maximum likelihood
estimators is established, and the importance of this problem within the current
literature is briefly discussed. The approach of this work is based on a reparametri-
zation of the likelihood function, a device that allows to obtain bounds for the
maximizers in terms of the sample.
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CAPIiTULO 1

INTRODUCCION

Este trabajo trata sobre familias de densidades sesgadas, las cuales se obtienen
a partir de dos densidades simétricas. Se enfatiza el modelo normal sesgado y la
aplicacion del método de estimacién de verosimilitud mdxima para estimar los
pardmetros en un modelo sesgado de localizacién y escala. Dicho método es am-
pliamente utilizado en la practica estadistica debido a que posee propiedades de
optimalidad muy importantes. Por ejemplo, bajo condiciones de regularidad ade-
cuadas, los estimadores de verosimilitud méaxima tienen la minima varianza asin-
tética y, més aun, su distribucién limite es normal (Serfling, 1988, Severini, 2001).
Por otro lado, en esta tesis el andlisis desarrollado se centra en un aspecto mu-
cho més bdsico del esquema de verosimilitud méxima, el cual tiene que ver con el
comportamiento de los estimadores conforme el tamafio de la muestra crece. La
propiedad en cuestion es la consistencia, y el objetivo de este capitulo introduc-
torio es describir brevemente el problema especifico que se estudiard, el principal
resultado que se establece, asi como los instrumentos técnicos que se utilizaran.

1.1 EL PROBLEMA

En términos generales, el punto de partida en un problema de inferencia es un
vector de datos Y = (Y1, Ys,. .., Y,), cuya distribucién no estd completamente es-
pecificada. En este trabajo se supone que los datos forman una muestra de una
densidad conocida como ‘densidad sesgada’. Dicha densidad se genera a partir
de dos densidades simétricas, mediante un proceso de condicionamiento que se
describe con precision en el Capitulo 2. El interés en este tipo de distribucién se



2
origina en el hecho de que surge de manera natural en la practica y en que, desde

un punto de vista analitico, su andlisis presenta retos importantes. Por ejemplo,
aun para casos relativamente simples, como en el que la densidad sesgada se ob-
tiene de distribuciones normales, se muestra en el Capitulo 3 que el célculo de
su valor esperado requiere de argumentos indirectos que no son necesarios en el
estudio de otras distribuciones mas comunes. Como ya se menciond, el propdsito
central de este trabajo es analizar, en el contexto de una distribucién normal ses-
gada, el método de verosimilitud mdxima para construir estimadores, y resolver
el siguiente problema:

Problema Basico: Establecer la existencia y consistencia de los estimadores de

verosimilitud maxima.

En contextos més clasicos, la consistencia de los estimadores mdximo verosi-
miles ha sido obtenida bajo las siguientes condiciones suficientes impuestas sobre

las posibles densidades f(y,#) de Y (Newey y McFadden, 1993):

i) Para cada y, la funcién 6 — log(f(y, ) es continua y el espacio de para-
metros © es compacto;

ii) Para cada y, la funcién 6 — log(f(y,f)) es estrictamente céncava, el es-
pacio de pardmetros es convexo y el verdadero valor de f se ubica en el
interior de ©.

Sin embargo, en el modelo normal sesgado estas condiciones no se satisfacen,
de manera que es importante e interesante analizar el problema planteado ante-

riormente en ese contexto.

El Resultado Principal de este trabajo se encuentra en el Capitulo 4, donde se
establece el resultado deseado de consistencia.



1.2 LOS INSTRUMENTOS BASICOS

Las herramientas estadisticas que se utilizardn para analizar la consistencia de
los estimadores de verosimilitud médxima son, esencialmente, dos:

El: Laley de los grandes niimeros, y

E2: La desigualdad de Jensen, la cual relaciona las ideas de valor esperado y
de funcién céncava. Cuando se aplica esta desigualdad a la funcién loga-
ritmo natural se obtiene la desigualdad de Kullback, que sera muy ttil en
los dos dltimos capitulos de este trabajo.

Por otro lado, el instrumento matematico esencial en el desarrollo subsecuente
es el siguiente:

M1 Laidea de conjunto compacto y propiedades bdsicas referentes a la nocién
de funcién continua.

1.3 LA ORGANIZACION

La exposicién de este trabajo ha sido organizada de la siguiente manera:

En el Capitulo 2 se introduce la clase de familias sesgadas, indicando como su
construccién involucra dos densidades simétricas; en este punto, la presentacion
sigue de cerca el enfoque de Azzalini (1985), donde las densidades sesgadas fueron
originalmente introducidas para el caso en que las densidades generadoras coin-
ciden ambas con la densidad normal estdndar. Posteriormente, se estudia otra
forma de obtener familias sesgadas por medio de un argumento que involucra
probabilidades condicionales, el cual se utilizard méas adelante para entender la
gran importancia practica de una distribucién sesgada. Todavia dentro del segun-
do capitulo, se describe una representacion adicional de una variable aleatoria con
densidad sesgada, la cual es ttil para estudiar sus momentos respecto al origen.
Por otro lado, en el Capitulo 3 se introduce la familia normal sesgada y, como
una manera de entender el papel del pardmetro de sesgo (o asimetria), se deter-
mina la probabilidad de que dicha distribucién asigna a los intervalos (0,00) y
(—00,0), asi como la media y la varianza de dicha distribucién. En este punto se
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ustra como la evaluacin de estas cantidades requiere e una téenica especiel,

basada en la diferenciacion. Posteriormente, se analiza [a relacion existente entre

una distibucion normal sesgada y la cistribucion normal bidimensiona] clii-

@, 1 la representacin obtenida se utliza para enfafizar l importante pepel

a distrbuctn normel sesgada en las aplicaciones, Finalmente, en ¢l Capttlo

s infroduce formalmente a nocidn de consistenciay se establece  existenciay

consistencia de estimadores de vetosim

tuc mvima para  distibucion normel

sespada. La presentaiin en esta pate es autoconteniday relaivamente ndepen:

dinte del resto del material. La razon es que e enfoque es mucho mes téenico y

rquire deideas metemdficas ms avenzadas que s ulizads en los capfhulos

precedentes,



CAPITULO 2

GENERACION DE UNA FAMILIA DE DENSIDADES

SESGADAS

2.1 INTRODUCCION

En este capitulo se introducen las familias de densidades sesgadas, las cuales
permiten incluir una densidad simétrica respecto al origen, denotada por f, den-
tro de una clase de densidades en la que, en general, f se distingue por ser la tinica
que es simétrica. La construccién que se presenta mds adelante fue originalmente
propuesta en Azzalini (1985), en donde se estudio la inclusién de la densidad nor-
mal estindar dentro de una familia de densidades. La presentacién estd motivada
por el trabajo de Dalla Valle (2004), el cual se refiere al caso normal; sin embar-
go, los argumentos a continuacién no requieren forma especifica alguna para las
densidades que generan una familia sesgada.

La exposicién del capitulo ha sido organizada de la siguiente manera: En la Sec-
cién 2 se introduce la familia sesgada generada por dos densidades simétricas f
y g respecto al origen, siguiendo la idea de Azzalini (1985), y se demuestra que,
en general, dicha familia incluye sélo una densidad simétrica. En la Seccién 3
se muestra como una familia sesgada puede generarse mediante argumentos de
distribuciones condicionales, construccién que es la base para entender la impor-
tancia préctica de las familias sesgadas, como se sefialard en el siguiente capitu-
lo. Posteriormente, en la Seccién 4 se representa una variable aleatoria con dis-
tribucién sesgada como una suma que involucra a dos variables con distribucién
simétrica, y este resultado se aplica en la Seccién 5 para estudiar los momentos de



una distribucién sesgada.

2.2 CONSTRUCCION DE UNA FAMILIA SESGADA

En esta seccién se describe una construccién general que permite incluir una
densidad simétrica f dada, en una familia de densidades .4, de manera que, en
general, f es la inica densidad simétrica en .A. Como punto de partida, sean fy g
dos densidades simétricas (respecto al origen) definidas en la recta numérica, esto
es f,g: R — [0, 00) satisfacen

f@)=f(—z) y g()=g(-z), =xekR, (2.2.1)

y sea G(x) la correspondiente funcién de distribucién asociada a g, esto es,

G(z) = / g(y) dy (2.2.2)
la cual esta sujeta a la relacion
G(—~z)=1-G(x), ze€R. (2.2.3)

Sea ahora X cualquier nimero real y note que la anterior ecuacion implica que,

f(@) = f(@)G(z) + f(z)[1 — G(A2)] = f(2)G(Az) + f(2)G(-Az), = €eR,
de manera que

1 = ‘/Rf(x)dzc

I

/R F(2)G (M) dx—i—/R F(2)G(—Az) da:

note ahora que, utilizando la simetria de f, el cambio de variable z = —z en la
segunda integral arroja que

/Iéf(x)G("“)‘m) dr = /R f(=2)G(Az)dz = ./IR; f(2)G(Az)dz

y combinando las dos tltimas relaciones desplegadas, se desprende que



= [ t@G0w)do+ [ f(IG0) dz =2 [ f@)G () do

este argumento se debe a Azzalini (1985), en donde se aplicé al caso en que las
densidades f y g coinciden con la densidad normal estdndar. La anterior igualdad
establece el siguiente resultado.

Lema 2.2.1. Sean f,g : R — [0, co) dos densidades simétricas (vea 2.2.1). En este caso,
para cada A € R, la funcién p(-, A) : R — [0, co) dada por

plz, A) =2f(x)G(Az), xzeR (2.2.4)

es una densidad.

Usando que G(0) = %, igualdad que se desprende de (2.2.3), se obtiene que

p(z,0) = 2f(x)G(0) = f(x).

A continuacién se demostrard que, en general, p(-,0) = f(-) esla tinica densidad
simétrica dentro de la familia de densidades {p(-, \) } xer.

Lema 2.2.2. Suponga que la funcién de distribucion G(x) es estrictamente creciente. En
este caso, la densidad p(-, \) en (2.2.4) es simétrica si y sblo si A = 0. Mds explicitamente,

p(x, ) = p(—z,\) paratodoz € R <= A =0.

Demostracion. Suponga que A = 0.

En este contexto, se verificd lineas arriba que p(x, 0) = f(z), la cual es un densidad
simétrica (vea 2.2.1). Por lo tanto,

A=0= p(x,A) essimétrica.

Suponga que p(z, \) es una densidad simétrica.

En este caso, debe demostrarse que A = 0. Para alcanzar esta conclusién se proce-
dera mediante el método de contradiccién. Asi, suponga que A # 0 y considere
los siguientes dos casos:
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Caso 1: A > 0. En esta situacién, la funcién x — G(A\z) es estrictamente creciente,

de manera que

GAx) < GA-0)= siz <O

G(Az) > GA-0) = siz >0

DN = DO =

Considere ahora un ntimero z > 0 con la propiedad de que f(—z) = f(z) >0,y
observe que a partir de (2.2.4) se obtiene

plz, ) =2f(2)G(Az) > 2f(2)G(A-0) = f(z)
mientras que
p(=z,A) = 2f(=z)G(A(—2)) < 2f(2)G(A0) = f(—z) = f(z).
Combinando estas tltimas dos relaciones se desprende que
plx, A) > f(z) > p(—z, A)
y por lo tanto p(:, z) no es simétrica, contradiciendo el supuesto inicial. Por lo tan-

to, A > 0 no puede ocurrir.

Caso 2: A < 0. Bajo esta condicién, la funcién z — G(A\z) es estrictamente decre-
ciente, propiedad que conduce a

G(Ax) > G(A-0)= siz <0

N~ DN =

G(Ax) < G(A-0)= siz >0

Como en el caso precedente, considere ahora un nimero x > 0 con la propiedad
de que f(—z) = f(z) > 0y, combinando la especificaciéon de p(z, A) en (2.2.4) con
la anterior relacién desplegada, note que

p(z,A) = 2f(2)G(Az) < 2f(2)G(A0) = f(x)
mientras que
p(=z,A) = 2f(=2)G(A(~=)) > 2f(z)G(A0) = f(—z) = f(z).

de manera que
plz, N) < f(z) < p(—z, A).
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Estas desigualdades muestran que p(-, ) no es simétrica, lo cual contradice el

supuesto inicial. Por lo tanto, A < 0 no puede ocurrir.

En resumen: Se ha demostrado que si la densidad p(-, A) es simétrica, entonces las

opciones A > 0y A < 0 conducen a una contradiccién, de manera que la tinica
alternativa posible es A = 0, esto es,

p(-, A) essimétrica = A =0,

concluyendo la demostracion. O

Ejemplo 2.2.1. Suponga que f(x) y g(x) son iguales a la densidad de Cauchy:

f@) =9@) =1 (153) o<k

En este caso,

G(z) = /m —1-( - )dy-—-larctan(a:)+}-

J—oo T 1+ y2 m 2
’ 1 I \[1 1
/)(il', A) = 2-7-; (1 T 332) [—7}: arctan('/\:n) -+ -Q-]
1 1
Observe que G(0) = = + arctin(O) =35y

2
p(z,0) = %(1—::52) [%arctan(()-a:)—i—%} = ;1_:- (1_{}332) = f(x)

mientras que

plx, A) = p(—x,A) <= E_— arctan(Ax) + %] = [-}; arctan(—Ax) + ;H
<= arctan(Az) = arctan(—\xz)
<> A = —Au
< 22z =0

donde la tercera equivalencia se debe a que la funcién arctan(-) es uno a uno.
Como p(z, M) es simétrica respecto al origen si y sélo si p(x,\) = p(—z, A) para



10
todo z, se desprende a partir de las anteriores relaciones que p(z, \) es simétrica

siy sOlo si Az = 0 para todo z, lo que equivale a A = 0, confirmando la afirmacién
del Lema 2.2.1. O

Para concluir esta seccién, se analizarad el comportamiento de las densidades
p(z, A) conforme ) tiende a +00 0 —o0.

Lema 2.2.3. Para cada A € R sea p(x, \) la densidad en (2.2.4), donde f y g son dos
densidades simétricas respecto al origen. En este caso,

lim p(xz,N) = 2f(x), six>0

A—>00
= 0 stz <0
Y
A].im ple,\) = 2f(x), siz<0
ey e OO
= 0 siz > 0.

Demostracién. Recuerde que lim G(z) =1y lim G(z) = 0. Usando este hecho

r—r00 e e ]

se obtiene que,

lim G(Az) =1 siz>0 y )\h’m G(Ax)=0 siz<0

A—>00
Combinando estas convergencias con la especificacion de p(z, \) en (2.2.4) se des-
prende que
lim p(x, A) =2 lim f(x)G(Ax) =2f(x) six >0,

A—>00 A— 00

lm p(z, A) =2 lim f(x)G(Ax) =2f(x) - 0=0 sixz <0,

A—>00 A—00

estableciendo la primera afirmacion del lema, mientras que la segunda puede de-
mostrarse a través de un argumento similar. O

Ejemplo 2.2.2. En el contexto del Ejemplo 2.2.1,

s , _2 ]' : z.. o —_— M
)]{1;1;0/)(1,,)\)-—%—(1_*_562) siz >0 vy }g.&p(l,,)\)—O six < 0.
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de manera que

P[(X,Y) € B] = /

[ | f(as)g(y)dy} do (2.3.6)
J B(x)

Después de este predmbulo, ahora se construirdn las anteriores densidades ses-
gadas p(z, \) mediante un argumento condicional.

Lema 2.3.1. Sean X y Y wvariables aleatorias independientes con densidades simétricas
f v g, respectivamente, y sea A\ un niimero real arbitrario. En este contexto, la densidad
condicional de X dado el evento Y > —AX es p(x, \). Mds explicitamente, para cada
intervalo A C R
P X e A|lY > -)X] = / p(x, A) dx,
J A

donde p(x, A) estd dada por (2.2.4).
Demostracién. Para empezar, recuerde que

P[IX €AY > ~)\X]

PIX € A|Y > —AX] = VAN

(2.3.7)

Ahora se calculard el numerador de este cociente usando el procedimiento

de tres pasos delineado anteriormente. Primero observe que el evento
(X € A, Y > —\X] puede escribirse como [(X,Y) € B, donde

B={(z,y)|z€ A, y>—Az}.
Ahora, note para cada z fijo, el conjunto B(z) en (2.3.5) estd dado por

B(z) ={y|(z,y) € B} ={ylr € A,y > —Az} = (—Az,00) siz €A
= (@ cuandoz ¢ A.

Por lo tanto, para z € A4,

F(@)g(y) dy = / £(x)g(y) dy

y€(-;3\:c,oo)

f@ [ oy
f(2)(1 = G(=Ax))
f(z)G(Ax)

./ B(x)
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donde la Gltima igualdad se debe a (2.2.3); note, ademas, que, debido a que B(x) =

0 cuando z ¢ A, se tiene que

f(x)g(y)dy =0, x¢& A.

J B(x)
Por lo tanto,
PXeAY >-)X] = P[X,Y) € B]j
- [ r@tdy s (2.3.8)
R B(x)
_ / £(2)G(\z) da.
A

Finalmente, observe que la simetria e independencia de X y Y implica que las
parejas (X,Y) y (—X, —Y) tienen la misma distribucién, de manera que la proba-
bilidad del evento [Y > —MAX] es la misma que la de [-Y > —-A(-X)] = [Y <
—AX]:

PlY > —-)X] = PlY < —\X].

Como PlY = —AX] =0, pues el vector (X, Y) tiene densidad, se sigue que
1 = P[Y >-)2X]|+P[Y = -2X]+ PlY < -)X]
PlY > —AX]+ PlY < —AX]
= 2P[Y > —\X]

y entonces

PlY > —AX] = —;—

Combinando esta relacién con (2.3.7) y (2.3.8) se sigue que

f4 f(2)G(Ax) dz

2

/ 2f(2)G(\r) da
JA

PIX € AlY > —)\X] =

- /p(m,)\)dm
JA

concluyendo la demostracion. O
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2.4 UNA REPRESENTACION ALTERNATIVA

En esta seccién se representa una variable aleatoria W con densidad sesgada
(2.2.4) en términos de las variables aleatorias independientes X y Y de la seccién
anterior. El resultado en esta direccidn se presenta en el siguiente lemma, el cual
permitird establecer una fé6rmula interesante para los momentos de orden par de
W maés adelante.

Lema 2.4.1. Sean X y Y variables aleatorias independientes con densidades simétricas
f(z) y g(y), respectivamente, y defina la variable aleatoria W mediante

W= XI[Y > -A\X] - XI[Y < -\X], (2.4.9)

donde A € R es arbitrario. Mds explicitamente,

W = X siY > 2X

W = —-X s1Y <AX.

Con esta notacion, W tiene densidad p(-, \) en (2.2.4).

Demostracion. Se establecerd que
P[W € A] = /Ap(:zz, ) dx
para todo intervalo A. Para lograr este objetivo, note que
PWeAl=PWeAY >-2X]+PWeAY < -)X| (2.4.10)

Observe a continuacioén que la especificacién de W implica que W = X cuando
Y > ~AX,demaneraque [W € AY > -AX]=[X € A Y > —~AX]. Por lo tanto,

PWeAY > ~-AX]|=PX €AY > —-AX]

y como se estableci6 en la demostracién del Lema 2.3.1, la probabilidad en el lado
derecho es / f(x)G(Az) dxr, de manera que

PIW €AY > —AX] / £(2)GOx) dz (2.4.11)
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Por otro lado, a partir de la definicion de W implica que W = —X cuando Y <
—AX,yentonces [W € A)Y < —AX]=[-X € A, Y > —AX]. Por lo tanto,
PWeAY < —-AX] = P[—-X €AY < —-2X]

= P[-X €A, ~Y > -A(—X)]

Recordando que las parejas (X,Y) y (—X, —Y) tienen la misma distribucién, se
sigue que P[-X € A, ~Y > —A(—X)] = P[X € AY > —)\X], y entonces

PWeAY <-AX] = P[X €AY >-\X]

= P[X €AY > —-)X]
donde se utilizé que P[Y = —\X]| = 0 para establecer la dltima igualdad.

Combinando esta igualdad con (2.4.11) se sigue que

PIW €AY < —AX] = / F(2)GO) da.
J A

Para concluir, combine esta igualdad con (2.4.10) y (2.4.11) para obtener
PIW € A] = / F()GOw) do + / F()GOx) do — / 2 f(2)G(\z) da,
A A A

es decir, P[W € A] = [, p(x, A\) dz, estableciendo la conclusién deseada. O

2.5 MOMENTOS DE UNA DISTRIBUCION SESGADA

En esta seccién se analizan los momentos de la densidad p(-, A\) en (2.2.4). El
resultado principal establece que, si W tiene la densidad p(-, \), entonces sus mo-
mentos absolutos coinciden con los correspondientes a X, donde X tiene densi-

dad f(z).

Teorema 2.5.1. Suponga que W tiene densidad p(-, \), donde A € R es arbitrario, y
sea X una variable aleatoria con la densidad simétrica f(x). En este caso, las siguientes
afirmaciones son vdlidas:

(a) La distribucién de |W| y de | X | coinciden. Por lo tanto,

18642
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(b) E{W?*] =FE[X?], k=1,2,... Ademds,

(c) Si X > 0, entonces E[W?**1] > 0, mientras que E[W?*t1] < Q0 para A < 0.

Demostracion. Sean X y Y variables aleatorias independientes con las densidades
f(x)y g(y), respectivamente, defina la nueva variable W como en la seccién prece-
dente, esto es,

W = XIY > -2X] - XI[Y < -)X], (2.5.12)

En este caso, W tiene densidad p(-, A), por el Lema 2.4.1, de tal suerte que

W y W tienen la misma distribucién. (2.5.13)

Por otro lado, a partir de (2.5.12) se sigue que W = X cuando ¥ > —-\Xy
W = —X siY < —AX, de manera que siempre se tiene que W es iguala X o a
—X, y por lo tanto, W y X siempre tienen el mismo valor absoluto, es decir

W] =1X].

Combinando esta ecuacién con (2.5.13) se obtiene que |W |y | X | tienen la misma
distribucién, estableciendo la afirmacion (a). Para obtener la parte (b), note que
(W |™ y | X|™ siempre tienen la misma esperanza, por la parte (a). Ademas, si m =
2k es un numero par, se tiene que |W|?* = W2t y |X|?* = X?f, de manera que
E[W?| = E[X?], que es la conclusién deseada. Para establecer la parte (c), note

que
E[w2k+1] — /Rmﬂﬁ-i-lp(l,7 )\) dx
_ / 2219 F(2)G(Az) da
JR
.50 .0
= / 212 f ()G (\x) dx + / 2?12 f ()G (Az) dx
40 o — 0
= / 2 12 f(2)G(\x) dx + / (=2)*"12f (=2)G(M(—2)) d=
0 0
donde se utiliz6 el cambio de variable x = —z para obtener la tltima expresién.

2k+1

Recordando que f(—z) = f(z) y que (—z)%*+1 = — 22+l ge desprende que
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E[w2k:—|—l] — /00 x2k+12f(33)G()\il7) dx — /‘OO Z2k+12f(Z)G()\(Z)) dz
Jo Jo
= /OO 12 f(2)G(\z) do — /oo 212 £ (2)G(A\(—x)) dz
Jo Jo

_ /0 T 20 £()[GOT) — GA(—))] da

es decir,

OO

EW?*H] = / 2612 f(2)[G(Ax) — G(—Ax)] dx

0

Finalmente, como G(—Az) = 1 — G(\z), por (2.2.3), se obtiene la expresion

B[] = /‘Oo 2219 F(2)2G(\r) — 1] do
J0

Para concluir el argumento, considere ahora los siguientes dos casos:

implica que

E[W?2*+1] = / 7 gk f(x)[2G(A\z) — 1] dz > 0. (2.5.14)
40

Caso 2: \ < 0. En esta circunstancias, Az < 0 para todo z > 0, de tal manera que
G(\z) < G(0) = 1/2. Luego, 2G(Az) —1 < Oparatodoz >0,y partir de (2.5.14)
se desprende que

E[W?2k+1] = / T pRkly f(2)[2G(\z) — 1] dz < 0 (2.5.15)
/0

concluyendo la demostracion. O



CAPriTULO 3

EL CASO NORMAL

3.1 INTRODUCCION

En este capitulo se estudia el caso més importante de la construccién de fami-
lias de densidades sesgadas, a saber, aquel en que las densidades simétricas f y g
coinciden ambas con la densidad normal estdndar. La exposicién ha sido organi-
zada de la siguiente manera. En la Seccion 2 se introduce la familia de densidades
normales sesgadas y se calcula explicitamente la probabilidad de que una variable
con dicha distribucién tome valores positivos. La técnica empleada en el célculo es
la de derivacién, mediante la cual pueden obtenerse cantidades importantes, co-
mo por ejemplo la media de la distribucién, tarea que se lleva a cabo en la Seccién
3. Posteriormente, en la Seccién 4 se analiza la forma en que una densidad normal
sesgada puede construirse a partir de una distribucién normal multivariada por
medio de un argumento condicional, y los resultados obtenidos se utilizan en la
Seccién 5 para enfatizar el importante papel de la distribucion normal sesgada en
las aplicaciones. La presentacion finaliza en la Seccién 6 introduciendo el modelo
de localizacién y escala basado en la familia normal sesgada.

3.2 LA DISTRIBUCION NORMAL SESGADA

En esta seccién se introduce la distribucién normal sesgada y se estudia la
probabilidad que, bajo dicha distribucién, le corresponde a los intervalos a cada
lado del origen. Considere la densidad normal estdndar
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1
emwm2/2

W@=v%; :

T € R,

la cual es claramente simétrica respecto al origen, esto es, satisface p(z) = p(—x).
Aplicando los resultados del capitulo precedente con f(x) = g(x) = p(x), se des-
prende que, para cada nimero real A,

p(x, \) =2p(x)P(A\z), xR (3.2.1)
es una funcién de densidad, donde

@) = [ plw)dy

-

es la funcién de distribucién acumulada de ¢(x), la cual se encuentra ampliamente
tabulada. La densidad (3.2.1) es la densidad normal sesgada con pardmetro A. En
adelante, la distribucién correspondiente a la densidad (3.2.1) se denota mediante
SN (M), esto es,

X ~ SN(A) < X tiene la densidad (3.2.1).

Como se establecié en el Lema 2.2.2, la densidad normal sesgada no es simétrica
cuando A # 0, y el objetivo central de esta seccién es determinar la diferencia entre
las probabilidades de caer en los intervalos (—o0,0) y (0, c0) para una variable
aleatoria con la densidad (3.2.1). Con este fin, suponga que

X ~ SN()). (3.2.2)

Lema 3.2.1. Sea X una variable aleatoria con la densidad normal sesgada de pardmetro
A (vea (3.2.2)), y sea p(\) la probabilidad de que X tome un valor positivo, esto es,

p(A) = P[X >0] = / 20(x)P(Ax) dx. (3.2.3)
<0
Con esta notacion, se tiene que

1 1
p(A) = 5t — arctan()).
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Demostracion. Evaluar la integral que define a P()\) no parece tarea sencilla, de

manera que se empleard un argumento indirecto. Primero observe que

dp(A) _ /:O 20(z) 22 ) (3.2.4)

dA O\

Recuerde ahora la conocida regla fundamental para derivar una funcién de dis-
tribucién: la derivada de la funcién de distribucién acumulada es la densidad
correspondiente. Aplicando este hecho conjuntamente con la regla de la cadena
se sigue que

0P(Ax) "
o = zp(Ax)
y entonces (3.2.4) equivale a
dp()\) ——-f 2xp(x)p(Ax) dz
d)\ 0

Para evaluar la integral en esta expresién note que

2xp(x)p(Ax) = 2x 1 e~ T2 1 o~ ()22 _ L —(14+2%)2?/2

27 V2w T

de tal forma que
dp(X) _ __1_ /oo $6-(1+)\2)x2/2 do
d\ T™Jo
1 e~ (1+A2)22/2 |~
T T 1+
=0

11

T l4 A2
Integrando respecto a A se obtiene

1

p(\) = - arctan(A) + C
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donde C' es una constante. Evaluando en A = 0 y recordando que arctan(0) = 0

se obtiene p(0) = C; como la densidad normal sesgada coincide con la densidad
normal estandar cuando X = 0, se tiene que C = p(0) = 3, y entonces

. 1 1
A) = — t A —
p(\) — arc an( )+2

que es la conclusién deseada. O

Si X ~ 2p(z)P(Az), el lema anterior permite concluir que

P[X >0]—-P[X <0 = PX>0]-(1-P[X >0])
= 2P[X >0]-1
= %arctan(/\);

como arctan(A) > 0 equivale a A > 0, se desprende que P[X > 0] > P[X < 0]siy
s6lo si A es positivo.

3.3 MEDIA Y VARIANZA

El objetivo de esta seccidn es determinar la media y la varianza de una densidad
normal sesgada, resultado que se establece a continuacién.

Teorema 3.3.1. Suponga que X ~ 2¢(z)®(Az). En este caso,

E[X] =4/ 22 Var(X] = 1 - ——22
X=vViree ¥ Ve = ey

Demostracién. Sea /() la esperanza de la distribucién normal sesgada con para-
metro A, esto es,

w(A) = / z2¢0(z)P(Ax) dz.
R
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0D (A
Para evaluar esta integral recuerde que ~—-——a~)—\~g = zp(Ax) y entonces
, d
(N = Y x2<p(:c)(]?()\r) dx
' oD (A\x)

= 2 e (]
‘/]R x2p(x) E3) x

= / z20(x)xp(Az) dx
JR

_ 2e—w2/2 e~ Nz?/2 ”

—~m2(1+ A2)/2
= /= / dx.

Definiendo

1
V1+ N2

o 2/20‘2]

2 / dz
\/” ~22/[20%

— CL’
/ \/271'()’

y puesto que la ultima integral es el segundo momento de una densidad normal
de media cero y varianza o2 se desprende que el valor de dicha integral es o?,

2 2 1
,, )\ == \/j: 3 == . — .
p(A) 7{‘7 7 (L + A2)3/2

Integrando ambos lados se llega a

2 A
(X)) = '\E(l SO +C

g =

se tiene que

()

hecho que conduce a
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para alguna constante C'. Evaluando en A = 0 se obtiene C' = 1(0) = 0, donde la
segunda igualdad se debe a que la densidad normal sesgada correspondiente a
A = 0 es la densidad normal estandar, de donde se desprende que 1(0) = 0. Por lo

EX] = uA) = \/_%(1 +§2)1/2.

Para concluir, note que el Teorema 2.5.1 del capitulo anterior implica que el se-

tanto

gundo momento de X coincide con el segundo momento de la densidad normal
estandar, el cual es 1. Por lo tanto,

Var[X] = E[X? — (E[X])?=1— =

completando la demostracion. O

3.4 RELACION CON LA DISTRIBUCION NORMAL DE DIMENSION
Dos
En esta seccién se establece una relacién entre la distribucién normal sesgada

y la distribucién normal cldsica en R2. Considere un vector aleatorio (X,Y’) con
distribucién normal de dimensién dos:

(X,Y) ~ Na (1, V) (3.4.5)
Viin 'V,
donde 1 = (ux,puy) yVvV = " "1 esla matriz de varianza de (X,Y).
Var Vaz

Teorema 3.4.1. Sea (X,Y') un vector aleatorio con la distribucién normal bidimensional
como en (3.4.5), y sea

Vio
v Vi1 Vaa

p=
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el coeficiente de correlacion entre X y Y. En este caso, La distribucion condicional de la

variable X estandarizada dado que Y > puy es normal sesgada con A = p/ V1 — p? Mis
explicitamente,

Demostracidon. Defina las variables

— 1 Y —u
U1=X HX oy thy

VVii Vaa

(3.4.6)

de manera que

(a) (U, W) tiene la densidad normal bidimensional con media (0,0)’, y maés

aun, ambas variables tienen varianza uno y correlacion p.

Considere ahora una variable aleatoria Z con distribucién normal estan-
dar que sea independiente de U, y defina

UQ =V 1— p2Z —+ [)(]1

Observe ahora que, como U; y Z son independientes con distribucién nor-
mal estdndar y el vector (U;, Uz)’ es una transformacién lineal de (Uy, Z),
se tiene que

(i) (Ui, Us,) tiene distribucién normal bidimensional con media (0, 0)’;

(ii) Como Z y U, son independientes de varianza 1,
Var[U,] = Var[\/1 — p2Z + pUh] = (1 — p*)Var[Z] + p*Var[Ui] = 1;
ademas,

Cov[Uy, Us] Cov[Uy, /1 — p?2Z + pUi]
= /1 — p2Cov|U;, Z] 4+ pCov|Uy, U1]]

V1—p?2-04p-1

= p.
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A partir de estas propiedades (i) y (ii) se desprende,

(b) (U, Us) tiene la densidad normal bidimensional con media (0,0)’, y mads
aun, ambas variables tienen varianza uno y correlacién p.

Comparando (a) y (b) se concluye que
(U, W)y (U, Us) tienen la misma distribucién.
Por lo tanto,

La distribucién condicional de U; dado W > 0 es la misma que
) (3.4.7)

la distribucion condicional de U; dado Uy > 0
Note ahora que

U1|U2>0 = Ull\/l———pzZ—f—pU1>O

- U1|Z>---€’T—-—-U1

vV 1~ pi

Como Z y U; son independientes con la distribucién normal estandar, una apli-
caciéon del Lema 2.3.1 en el capitulo precedente implica que

p
Utly,so ~ SN («/1 — pz) ’

propiedad que combinada con (3.4.7) implica que

yo,
U1|W>0 ~ SN (m) .

Para finalizar el argumento, observe que, via (3.4.6), la relaciéon precedente equi-
vale a

X — ux
Via

que es la conclusién deseada.

18642
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3.5 IMPORTANCIA DE LA DISTRIBUCION NORMAL SESGADA

En esta seccion se utiliza el Teorema 3.4.1 para poner de relieve la forma en
que la distribucién normal sesgada puede surgir en las aplicaciones. Considere
dos caracteristicas aleatorias X y Y asociadas con un mismo objeto, y suponga
que Y se observa primero y X cierto tiempo después. Los objetos se someten a
un proceso de seleccién, en donde la caracteristica Y se utiliza para decidir si los
objetos son aceptados o no. Suponga que solamente se aceptan los objetos que
tienen un desempefio relevante medido por medio de Y, en el sentido de que un
objeto es admitido s6lo si el valor de Y supera al promedio, esto es,

un objeto es aceptado siy s6losi Y > iy

Dentro de la poblaciéon de objetos aceptados se observa X, y si suponemos —
como ocurre con frecuencia en las aplicaciones—- que (X,Y) tiene distribucién
normal bidimensional, entonces la distribucién de X dentro de dicha poblacién es
Xly~ ., lacual, por el Teorema 3.4.1, es normal sesgada. Puesto que un proceso de
seleccién como el que aqui se describe ocurre frecuentemente, se desprende que
la distribucién normal sesgada es un modelo susceptible de utilizarse de manera
razonable en aplicaciones reales.

3.6 EL MODELO DE LOCALIZACION Y ESCALA

Considere una variable aleatoria X con distribucién SN (A). Al someter X a un
cambio de localizacién y de escala se obtiene una nueva variable

W=¢+oX, £€€R, o>0.

La densidad de W se obtiene a partir de la fé6rmula del cambio de variable y est4
2 w— &\ . w— &
= — D[ A
fww) =20 (225) 0 (A25)

En el siguiente capitulo se estudia el problema de estimacién del parametro

dada por

6 = (£, 0, ) por medio del método de verosimilitud méxima y se estudia la con-
sistencia de los estimadores.



CAPITULO 4

CONSISTENCIA DE ESTIMADORES DE

VEROSIMILITUD MAXIMA

4.1 INTRODUCCION

Este trabajo trata con el problema de inferencia basada en la verosimilitud para
la familia de densidades normal sesgada univariada, que de aqui en delante sera
denotada como SN = {p(+;0) | # € B}, la cual estd especificada como sigue:

Paracada § = (0,6, )) € © = (0,00) x R?,

p(x; 0) := zz;cp (CC ; 5) o {/\ (a: ; S) i! , T €eR, (4.1.1)

— --:I:2 p
donde o(x) = (27 e+ es la densidad normal estdndar y &(-) denota la corres-
y

pondiente funcién de distribucién acumulada. Cuando A = 0, p(-;0) se reduce a
la densidad normal con media ¢ y desviacién estdndar ¢, en tanto que si A # 0
entonces A controla la asimetria de la distribucién en torno a £. La familia nor-
mal sesgada fué introducida en Azzalini (1985, 1986) y durante los tltimos veinte
afios se han estudiado intensamente, tanto modelos de regresién basados en la
SN, como extensiones multivariadas; vea, por ejemplo, Azzalini y Dalla Valle
(1996), Azzalini y Capitanio (1999), Genton (2004), asi como las referencias en
esos articulos. Desde los primeros trabajos sobre el modelo SN, el problema de
inferencia basada en la verosimilitud ha mostrado ser el mas desafiante, debido



28
a la singularidad de la matriz de informacién de Fisher cuando A = 0 siendo

esto la principal fuente de dificultades. Tal problema también se presenta en el
andlisis de la familia exponencial sesgada, la cual incluye al modelo normal ses-
gado con localizacién y escala como un caso particular. (Azzalini, 1986, DiCiccio
and Monti, 2004). La singularidad de la matriz de informacién ha sido maneja-
da practicamente via la parametrizacién centrada introducida en Azzalini (1985),
mientras que los resultados de inferencia asintética estdn basados en el reciente
trabajo de Rotnitzky et. al. (2000). Usando las conclusiones en este tltimo articulo
y dada una secuencia consistente de estimadores de verosimilitud maxima de 6,
Chiogna (2005) obtuvo tasas de convergencia, y Sartori (2006) estudié condiciones
para garantizar que el estimador de A sea finito.

El problema considerado en este trabajo es muy bdésico, a saber,

i) establecer la existencia de una sucesién de estimadores de verosimilitud
maxima de 8, y demostrar su consistencia.

Para ver la importancia e interés detrds de este problema, observe que los resul-
tados generales que aseguran la existencia de una secuencia consistente de esti-
madores de verosimilitud méxima, se han establecido suponiendo que alguna una
de las siguientes condiciones son satisfechas en el modelo estadistico subyacente:

(1) El espacio de parametros es compacto, o

(ii) Con probabilidad 1, la funcién de verosimilitud (asociada a una mues-
tra finita) es estrictamente céncava; vea, por ejemplo, Lehmann y Casella
(1998), Shao (1999) o, especialmente, la muy completa investigacién de
Newey and McFadden (1993).

Es sabido, que para el modelo normal sesgado, la funcién de verosimilitud
L,(-;x) asociada a una muestra x = (z1,...,%,) tiene siempre un punto critico
en fx = (s,X,0), donde X y s son, respectivamente, la media y la desviacién estan-
dar de x. Sin embargo, no es dificil ver que fx no es un maximizador de L, (-; x)
si el tercer momento central de x es no nulo, de manera que, con probabilidad 1,
la funcién de verosimilitud no es céncava. Dado que el espacio de pardmetros de
la familia SN no es compacto, hasta donde se sabe, la existencia y consistencia de
una secuencia de estimadores de verosimilitud méxima del pardmetro ¢ no puede
ser obtenida directamente de resultados generales disponibles, y la solucién del



29
problema béasico arriba expuesto llenard un importante hueco que actualmente

se presenta en la literatura del modelo normal sesgado; de hecho, una solucién
establecera bases firmes en el estudio del comportamiento asintético de los esti-

madores de verosimilitud maxima.

El enfoque usado para estudiar la existencia de una secuencia de estimadores
de verosimilitud méxima estd basado en una reparametrizacién en linea de la
funcién de verosimilitud que, ademas de simplificar el analisis, permite obtener
cotas a priori para posibles maximizadores.

La organizacién del material subsecuente es como sigue: En la Seccién 2 se in-
troduce la reparametrizacién en linea de la funcién de verosimilitud méxima y el
resultado principal del trabajo, que establece la existencia de una secuencia de es-
timadores de verosimilitud méxima, asi como, cotas a priori para los estimadores
se enuncia en el Teorema 4.2.1, que se demuestra en la Seccién 5 después de los
preliminares técnicos necesarios presentados en las Secciones 3 y 4. Finalmente, la
exposicién concluye en la Seccién 6 con una demostracién de la consistencia del
método de verosimilitud méxima.

Notacién. En el resto de la presentacién, Xi, Xz, X3,..., denota una secuencia
de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con densidad
comun perteneciente a la familia SN, y la distribucién de la sucesién X, Xo, ..

cuando 0 € © es el valor real del pardmetro se denota por P - |, mientras que Ey| - |
representa el correspondiente operador df: esperanza. Para cada entero positivo n

i i Xi Z(X’ - 7”)2
sean X, := &=, 5, = =1 Y
n
X7 = (X1,...,X,); (4.1.2)

similarmente, para cada x = (z1, z2,...,2n) € R7,

n - n 13

> i > (@ — X)?

x = = y s(x) = =1
n n

Finalmente, si Q es un conjunto finito, # denota el ntimero de elementos de
(@ mientras que, para un evento A, I[A] es la variable indicadora (de Bernoulli)
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correspondiente a A.

4.2 EXISTENCIA DE ESTIMADORES DE VEROSIMILITUD MAXI-

MA

Esta seccion trata sobre la existencia de una secuencia de estimadores de verosi-
militud médxima, una idea que es formalmente introducida a continuacién. Primero,
para la densidad p(-; ) en (4.1.1), sea ¢(-; ) la funcién de verosimilitud (logarit-
mica) correspondiente a una sola observacién z € R, donde, como es usual, con-
stantes multiplicativas en una densidad son ignoradas:

N (z — £)?
e(O’,g, /\7'%) "" 10g(0) 22
+ log [(I)(A(x 0_5>)] , 0= (0,& N €0O. (4.2.1)
Dado un tamano de muestra fijo n > 1, para cada muestra x = (z1,...,Z,) € R

defina la funcién de verosimilitud promedio L,(-; x) mediante

n

L, (0;%) := %Ze(e; z;), 6¢€ 0, (4.2.2)
k=1

y note que por medio de cdlculos directos que usan (4.2.1) se obtiene que, para
cada x € R",

La(6;%) = —log(o) — (S(X))z - (“56 -—«§>2

g ag

1 - .CUZ—*& . , -
+"{{;H(A< . )) 0 = (0,6, \) € O, (4.2.3)

donde
H(x) :=log(®(x)), =z e€R. (4.2.4)

En este punto, es conveniente observar que H(-) < 0, mientras que

=G0 3 -0 (35)" <o
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para cada x € R, asi que H(-) es estrictamente creciente y también estrictamente

cOncava en R.

Definicion 4.2.1. Sea {6, = (on,&n, An) : R® — ©} una secuencia de funciones (Borel)
medibles y defina

(B €ns An) = O i= 0, (XT) = (00 g(XD), En(XT), An(XD)).

En este caso, {6, } es una sucesion de estimadores de verosimilitud mdxima de 0 si

Py, {U ﬂ [Lk(ék;X{“) > Ly (0; XT) para toda 6 € @” =1, 6,€0. (4.2.5)

n=1k=n

Observacién 4.2.1. La continuidad del mapeo (¢, x) — L, (0;x) implica que
Ln(Pn; XT) = L(6; X7), 0 € O]

es un evento, ya que L, (6,; X7*) > L,(6; X}) ocurre para cada 6 € © si y sélo si
se cumple para cada 0 con componentes racionales. Por otro lado, el significado
(4.2.5) es que, con probabilidad 1 y sin importar el valor real del pardmetro, 6,
maximiza la funcién de verosimilitud promedio observada L, (-; XT') siempre que

n sea lo suficientemente grande. El evento entre corchetes en (4.2.5) es el limite

mo se ha demostrado en Billingsley (1995), o en Shao (1999), Py, [Lk(ék; Xk >
Ly(0; X¥) para todad € ©] — 1 cuando ocurre. (4.2.5)

El resultado basico del presente trabajo es el siguiente.

Teorema 4.2.1.

(i) Existe una sucesién {6, } de estimadores de verosimilitud mdxima 6. Mas aiin,

N ~ 2
1 S, S\ 2 X, — &,
5 < =5 (—;-> + ( P > ) =1, (4.2.6)

Y, si a > /3, entonces
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2 1 ,rﬁzl(a) - 2 1 ;3;1(a>
H1 S < A\, < o1 (-——) , 4.2.7
a— /3 (<2> ) N T V3-a ( 2 ( )

donde para a > 0 las variables aleatorias 5, (a) y 5, (a) estdn dadas por

, 1 —

Bia) = = ; I{Xi > X, + asn],

B (a) = % i I [X,- < X, — aSn}. (4.2.8)
1=1

La demostracién del Teorema 4.2.1 depende fuertemente de las propiedades de
una funcién auxiliar L,, introducida abajo, cuya definicion estd motivada por la
siguiente observacién: Sean 8 € © y x € R" con s(x) > 0 vectores arbitrarios pero
fijos, y sea z € R” el vector normalizado correspondiente a x, i.e.,

r; —X
b

5(x)

1 =1,2,...,n; (4.2.9)

Zi =

ya que &t — 4, (—S—(—(}‘l) + &8 de (4.2.3) se sigue que

()3 (42) -4 (5

1 «— s(x) X-—¢&
+23m (A (+224E2E)) 0 @210

=1

L,(6;x) + log(s(x))

y entonces, dado x, L,(f;z) + log(s(x)) es una funcibn de y = ,
W = go_—:—Q, y A. Este hecho motiva la siguiente definicion.

Definicién 4.2.2. Sea n un entero arbitrario pero fijo.

(1)
i) Paracadaz = (z1,...,2,) € R", la funcion in(-; z) : © — R estd definida por
2 2
1 n
+—'r: Zl H (A[zzy + w]) , (4.2.11)

paray >0, w, A € R
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mientras que
mn(z) = sup L, (0;z).
6€O
ii) Dado z € R", M, (z) es el conjunto de maximizadores de L, (-;z), mientras que
Z(z) consiste de la tercera coordenada de los puntos en M, (z). Mds explicita-
mente,

M (2) = {9 € O|L.(0;2) = mn(z)}

To(z) = 7 (Ma(2)),

donde 7 : R® — R es la proyeccién definida por w(x1, 2, x3) = 3.

A partir de (4.2.10) y (4.2.11) se sigue que maximizar L,(-;x) y Ly (+; z) son proble-
mas equivalentes, un hecho que es formalmente establecido enseguida para refe-
rencia futura. Dado x € R™ defina Ty : © — © como

Ti(0) = (8("), X—¢& /\) . 0= (0,6,)) €O. (4.2.12)

o g

Lema 4.2.1. Sea x € R" tal que la desviacion estdndar correspondiente s(x) es positiva.
En este caso, las siguientes propiedades (i)—(iii) se satisfacen:

(i) El mapeo Ty : © — © es biyectivo;

(ii) Para cada 6 € ©, L,(0;x) + log(s(x)) = L, (TX(G); z), donde z es el vector
normalizado en (4.2.9);

(iii) 6* es un maximizador de L, (-;2z) si y sélo si 0* = T,71(6*) maximiza L, (-; x).

Demostracidn. (i) Puesto que s(x) > 0, la parte (i) se sigue de (4.2.12); combinan-
do esta tultima igualdad con (4.2.10) y con (4.2.11) se obtiene la afirmacion (ii) y,
usando el hecho de que 7%(-) es una biyeccién, se deduce (iii). O

Por este lema, el analizar L,(-;z) en vez de L,(-;x) es equivalente a introducir
el nuevo parametro
0 = Ty (0);

note, sin embargo, que esta es una reparametrizacién en linea de L,(-;x), en el
sentido de que la transformacién anterior depende de los datos observados x, en
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contraste con las reparametrizaciones usuales del modelo, que no involucran a

los datos. La estrategia usada para establecer el Teorema 4.2.1 puede describirse
brevemente como: La maximizacién y las propiedades de los optimizadores se
estudiaran para L,, y el Teorema 4.2.1 se obtendrd mediante el Lema 4.2.1.

Aunque L,(-;z) se ve més simple que L,(-;x), el andlisis subsecuente para L,
es algo técnico, y es conveniente dar un esquema de las dos principales fases
del argumento. Primero, dada una muestra normalizada z de tamafio n, en la
siguiente seccién se introduce un conjunto P, (z) que contiene todos los posibles
maximizadores de L,(-;z), y se establecen cotas para los miembros de P,(z). El
segundo paso del argumento se presenta en la Seccién 4, donde se identifica una
clase S,, de muestras normalizadas tal que P,(z) es compacto cuando z € §,,
propiedad que conduce a la existencia de maximizadores de L,(-;z) asi como a
una funcién medible 6,, tal que 6,,(z) maximiza a L, (-;z) para cada z € S,,. La sec-
cién concluye demostrando que la muestra observada normalizada estd contenida
en S, cuando el tamafio de muestra n es suficientemente grande. Después de es-
tos preliminares, en la Seccién 5 se da finalmente una demostraciéon del Teorema
4.2.1.

4.3 COTAS PARA POSIBLES MAXIMIZADORES

Para comenzar con el anélisis del problema de maximizacién de la funcién L,
en esta seccidn se introduce un conjunto que contiene todos los maximizadores
de L,(-;z), y se establecen cotas para sus miembros. Para cadan = 1,2,3,...y
z € R™, defina

Pn(z) := {(y,wa N ey’ +uw=1, Ly(y.w, Xz) > L,(1,0,0; Z)}, (4.3.1)

el cual es un subconjunto cerrado de 6, por la continuidad de L, (-; z).

Lema 4.3.1. Sean el entero positivo n y z € R™ arbitrarios.

(i) Dado 6 = (y,w, ) € ©, sea

01 = (y1, w1, A1) i= J A

Con esta notacion,

En(632) < Lo(61;2), (4.3.2)
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y la desigualdad es estricta si 6 # 6, i.e., si y? + w? # 1.

En consecuencia,
(i) M, (z) C Pn(z) para toda z € R™.
Demostracion.

(i) Considere la funcién g : (0,00) — R dada por

yQ +w2

~ A 2 1

y note que
/ 2 2 1 " 2 2 1
gt)=-ty" +w)+- y gt)=-(y +w’) -5 <0.
Entonces, g(-) es estrictamente coéncava y alcanza su maximo en el tnico
punto t; = (y2 + w?) 7, asi que L,(6;2) = g(1) < g(t1) = Ln(61;2), donde

la desigualdad es estricta si ¢; # 1.

~

(i) Sif# = (y,w,A) € My,(z), entonces L,(#;2z) > L,(1,0,0;2), y § maximiza
la funcién Ly, (-;z), de modo que y2 + w? = 1, por la parte (i). Entonces,
(yawv)‘) € P’n(z)' O

En seguida, se establecerdn cotas para los elementos del conjunto P,(z) de posi-

bles maximizadores. Para un subconjunto ) de {1,2,...,n} y z € R", escriba
#Q - 1 : )
n = 7o = —— E z; s1 () esno vacio. 4.3.3

Lema 4.3.2. Para un entero positivo n y z € R", las siguientes aftrmaciones (i) y (ii) se
cumplen para cada (y,w, ) € Pn(2z):

1

1

() y> 5y AZqy+w] 207 (("é)m) sif#Qc{L2,...,n}
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(ii) Para cada a > /3

1
2 1\ FriehH 2 . 1\ f(@a)
o1 - Tl <AL o1 — ’ 4.3.4
a—+/3 ((2) )“ T sqrt3 —a ((2) )’ 334

Q. ={ilz<~a,1<i<n}, QF ={ilzi>a,1<i<n}, (435)

1
y se adopta la siguiente convencién: 1 ((—%) 0) ;= —oc.

Demostracion.

(i) A partir de (4.2.11) y (4.3.1) se obtiene

(y’ w’ /\) E Pn(Z) = En(y7 W, )\7 Z) Z -En(]-) Oa 0; Z) y y2 _l" w2 - 1

= —;—Hog %Z: ( zzy+w)Z%+H(0)
(4.3.6)
= log() + - > H(May +]) > H(O)
1

Por otra parte, usando el que H(-) es no positiva y céncava, se sigue que
para cada conjunto no vacio @ C {1,2,...,n},
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= f(@H (A [Zoy + ] )

= fn(Q)log (‘I) (A [Zqy +w]))

|

log ((b (A [Zoy + W] )f"(Q)) .

Combinando esta relacién con (4.3.7) se sigue que para cada (y,w,\) €

Pr(z),
(2

IA

log(y) + log (@ (A [Zqy + w])™@)

= log (y® (A [Zqy +w]))" @),

ie.,

se desprende de esta ultima relacmn.

(ii) Seana > /3y (y,w, \) € P,(z) arbitrarios pero fijos. En este caso y* +w? =
1 y la primera desigualdad en la parte (i) conducen a

1 V3 _ V3

___gyi;]_, ........ Wf\:w

gy 4.3,
2 =2 (4.3.8)

[\

Considere ahora los siguientes casos exhaustivos:
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Caso 1: A > 0. En este caso sélo la cota superior en (4.3.4) requiere de una

demostracién. Suponga que @, # 0, asi que Zy,- < —a
(vea (4.3.3) y (4.3.5)), y note que la parte (i) y (4.3.8) juntas conducen
a

— 3 _ ‘ ' l/fn(Q(;)
/\( a;\/—) > AM—ay +w] > AzZg-y +w] > & ((1)

y ya que v3 — a < 0,

1/fn(Qa’)
V3—a 2

desigualdad que también se cumple cuando Q) es vacio , dado que

en este caso el lado derecho es 4-00.

Caso 2: A < 0. en este contexto la acotacién superior para A se cumple
con certeza, mientras que el siguiente argumento, paralelo al usado
en el caso previo, establece la cota inferior: suponga que QF # 0,y
note que (4.3.3) y (4.3.5) implican que Z,+ > a, de tal manera que,

mediante (4.3.8), Zg+y + w > f%i -3 > _.......(a"—z_\/._g)

A <0, AZgry +w] < ==, se tiene que

- B
B~ ((_1_) fn(Qa)) < )\['Z"Q;;yﬁ—w] < )\(a V'3)

. Entonces, ya que

2 2 ’

por la parte (i); y usando el que a — +/3 > 0 se sigue que

.n.._.,l_q:....
)\ Z 2 (I) _____ 1 (l) fn(Qa) ’
a— 3 2

una relacién que es ademads vélida atin cuando Q7 es vacio, dado que

en este caso el lado derecho es — . O



39
4.4 MAXIMIZACION DE LA FUNCION AUXILIAR

Esta seccién contiene la segunda parte de los resultados preliminares que serdn
usados para establecer el Teorema 4.2.1. Primero, se introduce una clase S, ,, de
muestras normalizadas con la propiedad de que L,(-; z) tiene un maximizador si
z € S, n; enseguida, se construye un selector medible para la familia {M,(z) |z €
San}, ¥ la secciéon concluye demostrando que, con probabilidad 1, la muestra nor-
malizada observada pertenece al conjunto S, ,, cuando el tamafio de muestra n es
suficientemente grande. Para iniciar el argumento, dado a > 0, sea S, ,, la clase
de todos los vectores n-dimensionales que tienen componentes a ambos lados del
intervalo [—a, a]; formalmente,

Son = {z€eR"| 2z, < —a, z; >a

paraalguna: # jconl < i,j < n}, (4.4.1)

el cual es un subconjunto abierto de R".

Lema 4.4.1. Sean el enteron > 2y a > /3 arbitrarios pero fijos. En este caso, las
propiedades (i)—(iv) se satisfacen.

(i) Paracadaz € S, ., M, (z) es no vacio y compacto;
(i1) Suponga que las sucesiones convergentes {zy} C San Y {vx} C © son tales que

(Cl) Hnlk——>oo Z, = Z € Sa,n/ y

(b) v, € My(zg)parak =1,2,...,ylimg_,00 V& = V.

En esta situacion, v € M, (z).

(iii) Para cada z € S, ., el conjunto Z,(z) de terceras coordenadas de M, (z) es no
vacio y compacto; vea Definicion 4.2.2(i1).

(iv) Defina el mapeo A} : S, ,, — R mediante

MN(z) =supZ,.(z), z€ San- (4.4.2)

b)

En este caso, A\ (z) € I,(z) para cada z € S,, y A} (-) es una funcién semi-
continua superior.
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Demostracién. Note que para z € S, los conjuntos QF y Q. en (4.3.5) son no
vacios, asi que f,,(QF) > 2y fn(Q5) > =. Por lo tanto, el Lema 4.3.1(ii) y el Lema
4.3.2 conjuntamente conducen a que, paracada z € S, .,

M, (z) C Pu(z) C B—l} x [“f \fJ

2 [ 1\ . ./1\]
" [cb 1(-5;;),--@ (571_)} — K, (4.4.3)

(i) Sea z € S, , arbitrario pero fijo. Como ya se habia notado, M,,(z) y P,(z)
son siempre conjuntos cerrados y entonces las anteriores inclusiones im-

plican que estos conjuntos son, ademads, compactos, puesto que estan con-
tenidos en K,,. Por otra parte, P,(z) es no vacio dado que (1,0,0) € P,(z)
(vea (4.3.1)), y entonces existe un §* € P, (z) que satisface

L,(0*;z) = sup Ln(6;2) > La(1,0,0;z), (4.4.4)
0€Pn(2z)

debido a la continuidad de L, (-; z). Se demostrard que #* es un maximizador
de L,(-;z) sobre el espacio de pardmetros completo ©. Para alcanzar esta
meta, sea § € © arbitrario pero fijo, y sea ¢; como en el Lema 4.3.1(i) asi

que

En(Q, Z) < f/n(gﬁ Z)'
Por lo tanto, si L,(61;2) < L,(1,0,0;z), entonces
Zn(ely Z) _<£ I—/n(g*) Z)v

por (4.4.4). Recordando que los dos primeros componentes de 6; deter-
minan un punto en el circulo unitario, si L.(61;2) > L,(1,0,0;z) entonces
61 € Pn(z) y, nuevamente, la relacién anterior se cumple. Entonces,
L,(0;2) < L,(6*2), y por lo tanto L,(6*;2) = supyce Ln(f;2), esto es,
6* € M, (z).
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(ii) Note primero que v, € M, (z;) C K, C O, implica que v = limy v, € K, C

(iii)

(iv)

©, puesto que K, es compacto. Por otra parte, la inclusién v, € M, (z)
conduce a Ly (v; zx) > Ln(6;2:) para toda k y para toda ¢ € © y, después
de tomar el limite cuando k tiende a oo, la continuidad de L, implica que
E,,,(I/; z) > En(ﬁ; z) para cada § € ©, esto es, v € M,,(z).

La conclusién se desprende combinando la continuidad de la proyeccién
7 en la Definicion 4.2.2 y la parte (i).

Dado que Z,,(z) es compacto para cada z € S, ,, la inclusién X! (z) € Z,,(2)
se sigue de (4.4.2). Para demostrar que A} (-) es semicontinua por arriba,
sea z € S,,, arbitrario pero fijo, y seleccione una secuencia {z;} C S, , tal
que

zy >z y A(zx) = lmsup A (y) cuando k — co.
y—z

Enseguida, seleccione una pareja (yx, wr) € (0,00) x R tal que

Vi 1= (Yor W A (21)) € Ma(2i),

lo cual es posible, dado que A\t (zx) € Z,.(zx). Por (4.4.3), {vi} C K,, el cual
es un conjunto compacto. Tomando, de ser necesario, una subsecuencia,
puede suponerse que

Ve = (Y, Wi, Af (21)) = v = (¥, w*, X) € K, CO.

En este caso, la parte (ii) implica que v* € M,(z), y entonces
A < AT(z), por (4.4.2); puesto que \* = limsup,_,, Af(y), por las dos
ultimas ecuaciones, se sigue que

limsup A (y) < A (2),
y—7z

y entonces A1 (-) es semicontinua superior. O
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Ahora, se construird un selector medible para la familia { M, (z) |z € S,»}.

Lema 4.4.2.

(i) Para cada A € Ry para cada z € R", el mapeo
(y7w) —> En(y?wv >‘7 Z)) Yy > O, w & R,

es estrictamente céncavo y tiene un maximizador vinico (y(A, z),0(\,2z)) €
(0, 00) x R el cual es una funcion diferenciable de (X, z).

(ii) Dados un entero positivo ny a > /3, defina una funcion 6;(-) en S, ,, mediante
0,5 (2) = (TN (2),2), (A (2),2), AL (2)), 2 € Sapn. (4.4.5)
en este caso 0} (-) es medible y satisface 0} (z) € My, (z) siz € S, .
Demostracion.

(i) Dados A € Ry z € R" arbitrarios, note que la matriz Hessiana del mapeo
(y,w) = En(y,w, A; z) esta dada por

H(y,w; N\, z) =

vea (4.2.11). Recordando que H”(:) < 0, se sigue que H es siempre una
matriz negativa definida, con lo que En(-, -; A, z) es estrictamente cénca-
va. Observe ahora que L,(y,w; ), z) — —oo cuando y \, 0 0 y + |w| —
oo, de manera que L,(-, -; A, z) tiene un maximizador (§(\,z),o(\.z)) —
que es Unico debido a la concavidad estricta— el cual estd caracteriza-
do como la solucién para (y,w) de las ecuacionesayf/n(y,w, ANz) =0y
8win(:y, w, \;z) = 0; dado que la matriz Hesiana H es negativa definida,
la suavidad del mapeo (A,z) — (7(A, z),&(), z)) se obtiene a partir del
teorema de la funcién implicita.
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(ii)) Dado que ¢ y @ son funciones suaves, la semicontinuidad superior de A}

conduce a que & (-) es medible. Para concluir, sea z € S, ,, arbitrario pero

fijo y, usando que A\ (z) € Z,(z), por el Lema 4.4.1(iv), seleccione (y*, w*)

tal que (y*,w*, A\ (z)) € M, (z) i.e.,

sup Ln(0;2) = Ln(y*,w*, A} (2); 2).
e

Se sigue que (§(A1(2)),z), (A1 (z)),z)) = (y*,w*), puesto que de otra for-

ma,

Ln(y*,w", 2 (2); 2) < La(G(AF (2), 2), 0(AF (2), 2), A} (2); 2),

por la parte (i), lo que contradice la formulacién previa. Luego,

O (z) = (§(A7 (2),2), ©(\(2),2), A\, (2)) = (¥, w", A7 (2)) € Ma(2),

completando la demostracién.

O

El paso final antes de la demostracion del 4.2.1 consiste en demostrar que, con

probabilidad 1, la muestra normalizada pertenecera al conjunto S, ,, siempre que

n sea lo suficientemente grande. Dada una muestra X7" = (Xq,.

Zn = (Zl,na ... Zn,n)

la correspondiente muestra estandarizada, donde,

si S, > 0, Zz',n

[
o~
|
Ui—*
N
S

si Sn = 0, Zi,n

I
-
&

I
f—d

“[\D
S

Lema 4.4.3. Para cada 6y € 0 y para cada a > 0

o0

[0

n=1k=n

[Zk - Sa,k]} =1, 6y € O;

vea (4.4.1), (4.4.6) y (4.4.7).

.., Xp), sea

(4.4.6)

(4.4.7)
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Demostracion. Dados a > 0y 6y € O, sean 1(6p) y v(6y) la media y la desviacién

estdndar de X; con respecto a la densidad p(+; 6p) en (4.1.1), y defina

), = [um X, = pi(fo), lim S, = v(_ao)] . (4.4.8)

n—>00

Entonces, por la ley fuerte de los grandes ntimeros

Py [0] = 1. (4.4.9)

Enseguida, note que ambas probabilidades Py,[X1 < b] y Py,[X1 > b] son menores
que 1 para cada b, puesto que la densidad p(-; 6y) es positiva en la linea real. En-
tonces,

Py [X; < b paratodai] = lgn Pp, [ X; <b, 1 <1< nj
= lim Pp,[X1 >b]" =0
n—oo

y, similarmente, Py, [X; > b para toda | = 0. Luego, definiendo

Qo := [X; < u(by) — av(y) para toda i] U [X; > u(6y) + av(6y) para toda i

se sigue que

Po, [€2] = 0.
Se demostrard que
Q* M n U[Zk ¢ Sa,k]} C Qo (4410)
n=1 k=n

Con este fin, sea X1, X», X3, . .. una trayectoria muestral arbitraria pero fija tal que

n=1k=n
(c) se cumplen a lo largo de esta trayectoria:

el evento €2, N { N UlZe ¢ Sa,k]] ocurre, y observe que los siguientes hechos (a)-
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(a) Dado que la trayectoria X;, X2, X3, ..., es tal que (2, ocurre, existe un en-

tero M tal que

v (o)

5 > 0, n>M, X,+aS,— u(b) *av(fy) cuandon — co.

S, >

oo o0
(b) Usando que (| U [Zr ¢ S.k] ocurre sobre la trayectoria X1, X3, X3,... es
observada, existe una sucesién {n,} tal que

n, /00, Zn, & San. y mny > M paratodar.

Puesto que S,, es positiva cuando n > M, por (a), un vistazo a (4.4.1),
(4.4.6) y (4.4.7) conducen a que, para cada r, uno de las siguientes afirma-
ciones se cumple:

X, <X, —aS, paratodai=1,2,...,n,, (4.4.11)

X; > X,, +aS, paratodai=1,2,...,n,. (4.4.12)

(c) Por (b), una de (4.4.11) o (4.4.12) ocurre para un nimero infinito de enteros
r. Si la primer afirmacién es valida con una frecuencia infinita, entonces
tomando el limite cuando r tiene a oo, la aseveraciéon (a) conduce a que
X; < u(fo) — av(by) para todos los enteros positivos ¢, asi que {2y ocurre.
Similarmente, si (4.4.12) se cumple para infinitas r’s, entonces (a) conduce
a X; > 1u(6o) + av(by) para toda ¢ > 1y, nuevamente, {2y ocurre.

Resumiendo, se ha demostrado que el evento 2y ocurre a lo largo de una trayec-
toria muestral {X;} tal que se observa (2, N {ﬂ U [Zx & Sax]|, estableciendo

n=1k=n

(4.4.10). Por lo tanto, dado que Py, [Q%] = 0y Py, [(V] = 1,

Po,

ﬁGZk¢Sak} =07

que es equivalente a la conclusién deseada. O
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4.5 DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE EXISTENCIA

Después del trabajo previo, en esta seccion se establece, finalmente, la existencia
de una secuencia de estimadores de verosimilitud maxima.

Demostracion del Teorema 4.2.1.

(i) Seaa > /3 fija y, para un entero positivo n, sea Z,, la muestra normalizada
asociada a X7 = (X;, Xa,...X,); vea (4.4.6) y (4.4.7).A continuacién, sea
6, : R" — O la funcién especificada mediante

,
0+ (z), siz € Supn
On(z) := <

g*, de otra forma,
\

donde @ es el selector medible en el Lema 4.4.2, y el punto §* € O es arbi-
trario pero fijo; ya que S,, es un conjunto abierto y ¢;(-) es un mapeo
medible, se desprende que 6,(-) también lo es. Ahora, defina el vector
aleatorio 6,, como

~

On = 6,(Zy)

y note que el Lema 4.4.2(ii) implica que

(Z, © San] C [On € Mp(Z,)] =L (63 Zy)

> Ln(0n; Z,), 6 € 0. (4.5.1)

Ahora defina

( -
R TzX(6,), siS, >0,
b, = xp (On) (4.5.2)

g*, de otra forma.

\

Ya que la desviacién estdndar muestral S, es positiva en el evento

Z, € S,n], usando (4.5.1) se desprende que la definicién anterior de 6,
y el Lema 4.2.1(iii) conjuntamente conducen a que

Zn, C Sain] C [Ln(On; XT) > La(6; XT), 0 € €]
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y a través del Lema 4.4.3 se obtiene

Poo | | () [Lr(6k; XT) = Li(6; XT), 6 € @]}

n=1k=n

& O )

> Py, [U ﬂ[zk S Sa,k]jl =1, 6y € O.

n=1k=n

Por lo tanto, se sigue que {6, } es una sucesién de estimadores de verosimi-

litud maxima; vea la Definicién 4.2.1.

(i) Sea {6, = (6n,&n, \n)} una secuencia de estimadores de verosimilitud

maxima y, en el evento [.S,, > 0], defina

On Tn

e ~ n mX_n - An 3
Opn 1= TX{L(On) = (L? ’ 3 7/\n> .

Observe ahora que, en el evento

(Ln(fn; X7) = Lo(6; X7), 0 €©]N[Sn > 0]

los hechos (a) y (b) abajo listados se cumplen:

(a)

(b)

Por el Lema 4.2.1(ii1), 6, maximiza En(-; Z,), esto es,

) A
y entonces (%’;—) + (M = 1, por (4.3.1), siempre que
(ﬁﬂ) > 1, por el Lema 4.3.2(i); esto establece (4.2.6).

In

Recordando que a > /3, la parte (a) y el Lema 4.3.2(ii) conduce a

1 1
o . p—
a— 3 2 V3 —a 2

donde Q~ = {i|,Z;p < —a}y QY = {i|,Z;n = —a}; a partir de
aqui , después de una comparacion con (4.2.8), (4.3.3) y (4.4.7), no

sigue de esas igualdades y de las desigualdades anteriores, com-
pletdndose la demostracion. O
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4.6 CONSISTENCIA

En esta seccién se demuestra que una sucesion {6, } de estimadores de verosi-
militud méxima es (fuertemente) consistente, i.e., que converge al valor real del
parametro con probabilidad 1.

Teorema 4.6.1. Sea {6, } una secuencia de estimadores de verosimilitud mdxima de 0. En
este caso {6, } es consistente, esto es,

Py, [Hm b, = Ho] =1, 6 €0.

n—0Q

El ntcleo de la demostracion de este resultado consiste en demostrar que, con
probabilidad 1, {6,} es una secuencia acotada en O, esto es, que la sucesién esta
contenida en un subconjunto compacto de ©. Esta propiedad se establece formal-
mente en la segunda parte del siguiente lema.

Lema 4.6.1. Sea 6, € O arbitrario pero fijo.

(a) Para cada a > 0, sean 3, (a) y 3, (a) como en (4.2.8). En este caso, las siguientes

convergencias se cumplen casi seguramente con respecto a Py, :

lim BF(a) = Py, [X1 > (o) + av(bo)],

n—r0Q0

lim B (a) = Py, [X1 < 1(6y) — av(6o)],

n—oo

donde, como antes, 11(6y) y v(6o) son, respectivamente, la media y la desviacion

estdndar de p(-; by).

(b) Dada wuna secuencia {6,} de estimadores de wverosimilitud mdxima,
existe un conjunto compacto Ky, C © tal que, cuando 0y es el valor real del
pardmetro, 6,, cae en Ky, para n suficientemente grande; mds precisamente,

Po I:D ﬁ[én & K()o]} = 1.

n=1k=n

Demostraciéon. Sea Q el conjunto de los nimeros racionales, y defina el evento

Q.. por

n—o0 7

Qor = [hm — Z[ X; <r1] = Py[X1 <r] paratodar e Q} :
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Entonces, por la ley fuerte de los grandes ntimeros Py, [€2..] = 1. Luego, si el evento
(2, es como en (4.4.8), se tiene que

P [0 N Q] = 1; (4.6.1)

vea (4.4.9).

(i) Sea X, X, ... una trayectoria arbitraria pero fija tal que €2,, N 2, ocurre,
y observe que los siguientes hechos (a)-(c) se cumplen a lo largo de esta
trayectoria:

(@) Ya que 2, ocurre cuando Xi,Xs,... es observada, se sigue que
X, +aS, = au(fy) + av(y). Por lo tanto, si r, s € Q satisfacen

r < au(By) + av(bp) < s, (4.6.2)

entonces existe un entero positivo M, s tal que

r<X,+aS,<s, n>DM,.,.

)

(b) Por (a), alo largo de la trayectoria X1, Xa,...,8in > M,y 1 < n entonces

X¢>_X_n—|—aSn=>Xi>r, Yy Xi>S:>X7;>~X~n+CLSn,

y se sigue que

n n n
STIXi> s < D IX > Xn4aS.) < Y 11X >,
i=Mp s i=Mp,s i=Mpr,s

ie., Paran > M,

1 n 1 L 1 n
- I1X; << - X, > X, Shl < — IX; .
nz [X>S]"“nz (X; > X, + aS,] nz (X; > 7]

i:Mr’s izM'I‘,S 'i:Mr,s

(c) Antes de continuar, es conveniente recordar la definicién de 5, (a) y de
B-(a) en (4.2.8). Usando que {2,, ocurre en la trayectoria X3, X, ..., de-

jando que n crezca al infinito en las desigualdades anteriores, se sigue
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que Fy,[ X1 > s] < liminf 8 (a) < limsup 81 (a) < Py, [X1 > r], y entonces

n—>00 n—00

lim B (a) = Py, [X1 > wu(bo) + av(8)], puesto que r, s € Q que satisfacen

n—oo
(4.6.2) son arbitrarios.

En resumen, se ha demostrado que 3,/ (a) — Py, [X1 > u(6o) + av(f)] alo
largo de una trayectoria arbitraria {X;} para la cual .. N €2, ocurre, y
entonces por (4.6.1)

lim B*(a) = Py, [Xl > p(00) + av(9)]]|  Pr-as.,

n—,o0

La afirmacion para {3, (a)} puede establecerse por medio de argumen-
tos similares.

(ii) Sea {0,} una secuencia de estimadores de verosimilitud mdxima y dado
a > /3, defina los eventos

Qp(a) = [nlil)lgo B (a) = Pyo[ X1 > u(bo) + av(6o)]]

N [l B (a) = Poyl Xy < pu(B0) — av(8o)]],

Qo = Qs(a) N2, N [U [Lp(fr; XD) > L,(0; X7) para toda 6 € ©] | .

k=1 n=k

Note que
Py, [S2] = 1, (4.6.3)

por la parte (i), (4.4.9), y la Definicién 4.2.1. Ahora, sea X;, Xs,..., una
trayectoria arbitraria pero fija tal que {2y ocurre, y observe que los hechos
(a)—(c) enumerados abajo se cumplen a lo largo de esta trayectoria:

(a) Usando que 2, N 2z ocurre cuando X, X5, ... es observada, de (4.4.8) y
la parte (i) se sigue que existe IN; > 0 tal que:

Paran > INV;

0 < U(go) < S, <2v(00), p(0) —1< X, < u(b) +1,
1 1
BY(a) > 8- (a) > :



(b)

(c)
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donde 0
Oc{+(CL, 00) = 22 [Xl > /J,(Qo) -+ CL’U(@())]

Y 2
o (a, b)) = [ X1 < w(Bo) — av(6y)].

Py,

Dado que U N [Ln(6n; X?) > L,(6; X7), 6 € O] ocurre a lo largo de la
k=1 n=k
trayectoria X1, X, ..., existe un entero N tal que ,, maximiza L, (-; X7)

cuando n > N,.

Recordando que a > +/3, los hechos (a) y (b) anteriores y el
Teorema 4.2.1(ii) conjuntamente implican que los componentes de
6 = (6n,§n,3\n) satisfacen las relaciones (4.2.6) y (4.2.7) cuando
n > max{Ni, Na} =: N3, y usando lo mostrado en el hecho (a) anterior, se

sigue que para n > N3,

%U(Ho) < 6n < 40(6), 1(f0) —1—2V3u(6) < & < (o) + 1+ 2v/3v(6y),

Yy
at(a,60) R a” (a,00)
’ g (—1-) << @ (—1—) ,
a — \/33_ 2 \/'?I — a 2
esto es,
On = (€n, 6ny An) € Kg,, n > N, (4.6.4)
donde
L ’U(@Q) . : .
Ko, = 5 4v(00) | x [p(00) — 1 — 243, u(6o) + 1 + 2v/3]
at (a,80) o (a,00)
2 1\« (oo 1
«—2 o ((L - (...) co
es un conjunto compacto. Por (4.6.4), cuando la trayectoria X7, X, ... es
observada, el evento [\ [fx € K] < U N [6x € Ky, ] ocurre. En re-
k=Ns+1 n=1 k=n
sumen, se ha demostrado que si una trayectoria muestral X, X5, ... es tal

oo oo
que {2 ocurre, entonces |J (] [0r € Ky,] también ocurre, asi que
n=1k=n
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Qo C | ([0 € Kol

n=1 k=n
y entonces Py, | |J () [0k € K@O]} = 1; vea (4.6.3). D
n=1k=n

La demostracién del Teorema 4.6.1 se obtendra combinando los resultados pre-
liminares con las propiedades de continuidad y con la desigualdad de Kullback
en el siguiente lema.

Lema 4.6.2.

(i) Dado un conjunto compacto K C ©, existe un polinomio de segundo orden pg(-)
tal que

1€(6; z)| + (| (€e(0; ), €5 (0; ), €x(65 2))'|| < px(lz]), O€ K, zeR,
donde ||a|| denota la norma euclidiana de a € R>.
(ii) Dado 0y € ©, el mapeo v — Ey, [¢(v; X1)] es finito y continuoenv € ©,y
(ZZZ) Para (‘)07 V&€ @, Ego [g(l/, Xl)] < Ego [6(90, Xl)] Si v 7£ 00.
Demostraciéon. Sea H(-) como en (4.2.4). Puesto que H'(z) = ¢(z)/®(z), no es

dificil ver que H'(z) — 0 cuando z — ooy —H'(2)/2 — 1 cuando z — —o0. Se
sigue que hay una constante positiva c que satisface

[H'(2)] < clz], zeR,

y el teorema del valor medio conduce a

|H(2)| < |H(0)| + c|z|2, z € R.

(i) Combinando lo mostrado arriba y (4.2.1), se sigue que

A (z — §)°

72

2060:2)] < C=E 4 |log(o)]| + |H(0)] +

202
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Por otra parte, calculos directos usando (4.2.1) llevana ¢,(6; x) = -1 ("’;3‘)2
le(O;2) = &2y 0,(0; 1) = H’()\(“’ f’)“’ &) asi que |0,(6; z)| < c|>\|<w
Entonces,

|(£s(6; x), £5(0; ), £2(0; x))'|| <

Ahora, la conclusién se sigue al observar que si § € K C © entonces los
componentes de ¢/ = (0, ¢, \) son acotados y ¢ es acotado lejos del cero.

(ii) Poniendo K = {f} en la parte (i), se sigue que |¢(0;z)| es acotado por
arriba por un polinomio de segundo orden en |z|, y entonces
Eg,[1€(0; X1)|] < oo, dado que los momentos de una distribucién normal
sesgada son finitos (Dalla Valle, 2004). Para verificar la continuidad, sea
0 € O fija, y seleccione € > 0, tal que la bola compacta B(#, ) con centro 6
y radio ¢ estd contenida en ©. En este caso, el teorema del valor medio y la
parte (i) implican conjuntamente que |£(v; X7) —£(0; X1)| < p(|X1])||6 — v||,
donde p(-) es el polinomio de segundo orden asociado a B(#, ) en la parte
(i), y entonces |Ey, [£(v; X1)] — Ey, [£(0; X1)]| < ||6 —v||Ep,[p(] X1]|)] — 0 cuan-
do v — 6.

(iii) Usando férmulas para los momentos de una densidad normal sesgada
(Dalla Valle, 2004), no es dificil ver que la parametrizacién 6 — p(-;6) es
identificable, esto es, [, |p(z;6) — p(z;61)|dx # 0si 6 # 6. Entonces, si
6o # v son miembros arbitrarios de ©, la concavidad estricta de la funcién
logaritmo lleva, via la desigualdad de Jensen, a

(v; X1)
EQO[E(I/;Xl)—*E(@O;Xl)] = E90 log / 1
007X1

o\ X1
E
S log< o [ﬁ(eoyXl D

— log ( /]R (v ) dx) — log(1) = 0,

y la conclusién se sigue usando que Ey, [¢(6o; X1)] es finita. O
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Demostracién del Teorema 4.6.1. Sea {6,,} una secuencia de estimadores de verosi-

militud maxima y, dado un pardmetro fijo 6§, € ©, sea Ky, un subconjunto com-
pacto de © que satisface la conclusién del Lema 4.6.1(ii). Ahora, seleccione § > 0
lo suficientemente pequefia como para que la §-vecindad de Ky, U {6y} esté con-
tenida en ©, esto es,

K :={vreR"||v—0|] <dparaalguna d € Ky, U {6}} C O; (4.6.5)

note que K es un subconjunto compacto de ©. Como antes, sea Q el conjunto de
los nimeros racionales, y sea px un polinomio de segundo orden que satisfaga
la conclusién del Lemma 4.6.2(i) para este conjunto compacto. Ahora, defina los
eventos {2, ¢ = 1, 2, como sigue:

4 :=[ lim L, (v; X7) = Eg,[4(v; Xl)], ve{6}u(®n o)

n—o0

N [r}l_lg;lo ;:;l; ;PK(IXz'l) = Eg, [’PK(lel)]] ; (4.6.6)

Q=) [Lk(émxf) > Li(0; X7), 6 € @]

n=1k=n

M U ﬂ[ék & KQO].
n=1k=n

Note que por la ley fuerte de los grandes ntimeros F;,[{2;] = 1, mientras que, por
la Definicién 4.2.1 y por el Lema 4.6.1 P, [€22] = 1, asi para establecer el teorema
es suficiente demostrar que

0 NQ C [h’.m b, — 90] . (4.6.7)
n—00
Para establecer esta inclusién, sea X;, Xs, X3, ... una trayectoria arbitraria pero

fija tal que £2; N (23 ocurre, y note que los siguientes hechos (a)-(d) se cumplen a
lo largo de esta trayectoria:

(a) Dado que §2; ocurre a lo largo de X, X5, .. ., existe un entero N > 0 tal que
Ln(00; XT) < Ln(0,; X?) 'y 0, € Ky, m>N. (4.6.8)

Entonces, por la compacidad de Kj,, cada subsecuencia de {6, } tiene un
punto limite en Kjy,. Sea v* un punto limite arbitrario de {0,}, v seleccione



(b)

(c)
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una subsecuencia {f,, } tal que

ng > N paratoda k, niy—o0o0, y lim (}nk =" € Ky,. (4.6.9)

k—o0

Ahora, sea € € (0, 9) arbitrario, y sea B(v*, ) una bola cerrada con centro
v* y radio €. En este caso, existe un entero positivo r tal que

énk € B(v*,e), k>r;
mds aun, B(v*,e) ¢ K C ©, puesto que ¢ < J (ver (4.6.5)). Seleccionando
v(e) € B(rv*,e)NQ°> Cc ©N Q°, (4.6.10)

se sigue que ||0,, —(€)]] < 2e y que el segmento que une a b, con v(e) esta
enteramente contenido en B(r*,¢) C K cuando k > r; en este caso, via el
teorema del valor medio, el Lema 4.6.2(i) lleva a [£(6,,; ) — £(v(e); )| <
2epk (|x]) para toda = € R. Entonces por (4.2.2),

1 n n - & 1 -
|Lnk(0nk;X1k) o Lnk(l/(s);Xlk)i = 25',;,; Zpk<|XZI)7 k>r.
i=1

Recordando que ny > N para toda k, esta relacién y (4.6.8) llevan a

Puesto que el evento 2; ocurre cuando se observa la trayectoria X, Xs, .. .,
se sigue que, cuando n — oo, se cumple la siguiente convergencia:

() n™! 3 pr(1X:]) = Egp [pre(1X:0)]
(i) Ln(00; XT) = Epy | €(00: X1)|, v
(iii) Ln(v: X7) — Ej, [5(1/; Xl)] para cada v € © N Q3.

Entonces, usando el que v(g) € © N Q?, después de tomar el limite cuando
k tiende a oo, (4.6.11) implica

Eg, [£(60, X1)] < B [£(v(e); X1)] + 2e By [pxc (| X )] (4.6.12)
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(d) Debido a que Ey, [py(|X1])] es finita, se obtiene que

QEEQO[pK(le‘)] -0 cuando ¢ \ 0.

Por otra parte, (4.6.10), »(¢) - v* cuando ¢\, 0,y entonces el restltado de
continuidad en el Lema 46.2(ii) conduce a que lime o By, [{(v(e); X1)] =
Eg,[l(v*; X1)). Por lo tanto, tomando el limite cuando ¢ decrece a 0 en
(4.6.12), se sigue que Ey, [£(; X1)] < By, (v Xy, y entonces por el Lema
46.1(1ii), v* = 6. Puesto que en este argumento »* es un punto limite ar-

A

bitrario de {4, }, se sigue que

lm 6, = f, 4.6.13)

N—=x

En resumen, se ha demostrado que si la trayectoria X, Xy, ... es tal ques
(01N ocurre, entonces la convergencia (4.6.13) tiene fugar. Esto establece
la inclusi6n en (46.7) y, como ya se menciond, completa la demostracién
del Teorema 4.6.1. ]
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