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Resumen  

Este proyecto de investigación es la continuidad de la tesis publicada anteriormente 

con el título: “Un nuevo método grafo-analítico” (Mata, 2008).  

El método grafo analítico y el método matricial se basan en la ecuación de Bernoulli 

para líquidos reales. Ambos métodos determinan la distribución de caudales en una red 

abierta con bombas interconectadas. Donde se toman en cuenta las pérdidas de energía 

del flujo de agua a lo largo de cada ramal, considerando la ecuación de Darcy-Weisbach 

para el cálculo de dichas pérdidas conocidas como pérdidas de carga.  

Karassik et al. (1983). Muestra el método clásico para solucionar la interconexión de 

bombas en redes abiertas, conocido como método de Messina y consiste en un método 

grafo analítico donde cada curva de la gráfica representa las pérdidas de carga de cada 

ramal que se van sumando en serie o en paralelo según como estén interconectadas las 

líneas de conducción, tomando en cuenta las presiones hidrostáticas por altura de los 

depósitos (Z) y la curva característica de la bomba de carga (H) versus descarga (Q).  

El método matricial puede resolver una ecuación no lineal con el método de Newton-

Raphson y también resuelve dos o más ecuaciones no lineales al utilizar matrices 

Jacobianas donde cada elemento de la matriz es una derivada parcial.  

Palabras clave: (Método grafo analítico, matrices Jacobianas, pérdidas de carga, 

Newton-Raphson).  

 

 

 



pág. 8 
 

Abstract  

 This research Project is the continuation of the previously published thesis with the 

title: “A new graph-analytical method” (Mata,2008).  

 The graph analytic method and the matrix method are based on Bernoulli’s 

equation for real liquids. Both methods determine the flow distribution in an open network 

with interconnected pumps. Where the energy losses of the water flow along each branch 

are taken into account, considering the Darcy-Welsbach equation for the calculation of 

losses known as load losses.  

 Karassik et al. (1983). It shows the classic method to solve the interconnection of 

pumps in open networks, known as the Messina method and consists of an analytical 

graph method where each graph curve represents the load losses of each branch that 

are added in series or in parallel depending on how the conduction lines are 

interconnected, taking into account the hydrostatic pressures by height of the deposits 

(Z) and the characteristic curve of the loading pump (H) versus discharge (Q).  

 The matrix method can solve one nonlinear equation using the Newton-Raphson 

method, and it can also solve two or more nonlinear equations using Jacobian matrices 

where each element of the matrix is a partial derivate.  

Key words: (Analytical graph method, Jacobian matrices, head losses, Newton 

Raphson). 
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1. Introducción 

 Los volúmenes de aguas nacionales concesionados o asignados a los usuarios 

se inscriben en el Registro Público de Derechos de Agua (REPDA), agrupándose para 

fines consuntivos y no consuntivos. Al 2018 el 60.8% del agua para uso consuntivo 

provenía de fuentes superficiales (ríos, arroyos, lagos y presas), el resto de aguas 

subterráneas. Del total del volumen concesionado para usos agrupados consuntivos, al 

2018 el 75.7% le correspondía a la agricultura. (SAGARPA, 2019). Según datos de la 

Comisión Nacional del Agua (CONAGUA,2021), hasta agosto del 2021, en el país había 

653 acuíferos disponibles de los cuales 157 presentaban sobreexplotación, es decir, el 

24% del total. La cifra para el 2020 fue la misma, sin embargo, para el 2019 se tenían 

documentados 115 acuíferos bajo esta condición.  

 Para recordar, un acuífero se define como cualquier formación geológica o 

conjunto de formaciones geológicas hidráulicamente conectados entre sí, por las que 

circulan o se almacenan aguas del subsuelo que pueden ser extraídas para su 

explotación uso o aprovechamientos y cuyos límites laterales y verticales se concretan 

convencionalmente para fines de evaluación, manejo y administración de las aguas 

nacionales del subsuelo. (Ley de Aguas Nacionales, 1992).  

 Como es sabido, los acuíferos son explotados cada vez más cada año, para fines 

agrícolas, industriales y domésticos. Por lo que es necesario implementar un programa 

intensivo para el reúso del agua, donde el principal usuario sería los propios organismos 

encargados del abasto a las poblaciones, en el riego de jardines o el uso en 

establecimientos como los de lavado de vehículos y aún en los usos residenciales. En 

ambos casos, en esta conclusión y la anterior, será necesario revisar los compromisos 
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aguas abajo y su reprogramación. Las propuestas estructurales que se contemplan son 

el uso del agua superficial para la recarga de acuíferos, uso eficiente y reúso del agua. 

A fin de incrementar el uso del agua superficial es necesario construir presas que 

retengan las aguas broncas, y definir sistemas de aprovechamiento y/o zonas de recarga 

a los acuíferos (Peña-Díaz,2019).  

 En México existen un gran número de bombas que están interconectadas en 

redes de conducción abiertas, muchas de ellas no tienen un cálculo previo y las bombas 

se interconectaron en forma empírica, esto puede ocasionar que existan flujos 

estrangulados en las líneas de conducción. Provocando que el caudal y la presión 

requerida no sea la que se demanda para un uso eficiente del sistema de riego, que a 

su vez afecta las tarifas eléctricas por ser excesivamente altas, porque con el factor de 

potencia la Comisión Federal de Electricidad sanciona y penaliza la baja eficiencia 

eléctrica, tomando en cuenta el factor de potencia en su artículo 64 (Reglamento de la 

Ley del Servicio Público de Energía Eléctrica, 1993).  

 Con modelos matemáticos, abstractos, se puede diseñar una red abierta eficiente 

con interconexión de bombas emplazadas arbitrariamente. Este modelo matemático 

debe ser determinístico, que emplee información heurística y empírica fundamentada en 

las ecuaciones de la energía del flujo de agua, que toma en cuenta sus pérdidas en la 

red basándose en la ecuación de continuidad. Es un modelo comparativo entre un 

método conocido como nuevo método grafo analítico y el uso de matrices Jacobianas, 

de los cuales se obtienen ciertas representaciones numéricas mediante fórmulas y 

algoritmos matemáticos.  
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1.1 Hipótesis General  

 

El método de matices jacobianas se ajusta al nuevo método grafo analítico en la 

solución de interconexión de bombas que conforman una red abierta, para determinar 

la distribución de caudales y abastecer adecuadamente sistemas de riego agrícola. 

 

1.2 Objetivo General  

 

Esta tesis va dirigida a los alumnos de la carrera de Ingeniero Agrónomo en 

Irrigación para que empiecen a utilizar matrices para la solución de interconexión de 

bombas en redes abiertas, para irrigar campos agrícolas.  

 

1.3 Objetivos Específicos  

a) Facilita la selección de bombas de agua para irrigar campos agrícolas. 

b) Facilita la selección de diámetros en las líneas de conducción, tanto económica 

como hidráulicamente.  

c) Determina si en las líneas de conducción existe estrangulamiento de flujos.  

d) Facilita el diseño de interconexión de bombas en redes abiertas.  
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2. Revisión de literatura 

2.1 Fundamentos de mecánica de fluidos.  

La viscosidad 𝜇 frecuentemente se conoce como viscosidad absoluta o viscosidad 

dinámica. La viscosidad es aquella propiedad del fluido mediante la cual este ofrece 

resistencia al esfuerzo cortante. La resistencia de un fluido al corte, depende de su 

cohesión y de la tasa de transferencia de momentum molecular. Por consiguiente, la 

cohesión parece ser la causa predominante de la viscosidad en un líquido y puesto que 

disminuye con la temperatura, la viscosidad también lo hace. 

La ley de viscosidad de Newton establece que, para una tasa dada de 

deformación angular del fluido, el esfuerzo cortante es directamente proporcional a la 

viscosidad (Streeter et al., 2000):  

𝜏 = 𝜇
𝑑𝑢

𝑑𝑦
                                                                                                                                                           2.1. 1 

 

La relación 𝑑𝑢 𝑑𝑦⁄  es la tasa de deformación angular del fluido que expresa el 

cambio de velocidad dividido por la distancia en que este ocurre. El gradiente de 

velocidad 𝑑𝑢 𝑑𝑦⁄  también puede visualizarse como la tasa a la cual una de las capas se 

mueve con relación a otra adyacente. En forma diferencial, es la relación entre el 

esfuerzo cortante y la tasa de deformación angular para el flujo unidimensional de un 

fluido.  

Para presiones ordinarias, la viscosidad es independiente de la presión y depende 

únicamente de la temperatura. Para presiones muy grandes, los gases y la mayoría de 

los líquidos muestran variaciones erráticas de la viscosidad con la presión. 
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Un fluido en reposo o en movimiento de tal manera que ninguna capa se mueva 

con respecto a las capas adyacentes, no generará fuerzas cortantes aparentes, a pesar 

de la viscosidad, debido a que 𝑑𝑢 𝑑𝑦⁄  es cero a través del fluido. Por consiguientes, en 

el estudio de la estática de fluidos no se pueden considerar fuerzas cortantes debido a 

que ellas no ocurren en un fluido estático, y los únicos esfuerzos que permanecen son 

los normales, o presiones. Resolviendo para la viscosidad 𝜇  

𝜇 =
𝜏

𝑑𝑢 𝑑𝑦⁄
                                                                                                                                                   2.1. 2 

insertando las dimensiones F, L y T para fuerza, longitud y tiempo, 

respectivamente, 𝜏: 𝐹𝐿-2 , 𝑢: 𝐿𝑇-1 ,  𝑦: 𝐿.  

muestra que 𝜇 tiene las dimensiones 𝐹𝐿-2 𝑇. Con la dimensión fuerza expresada 

en términos de masa, utilizando la segunda ley de movimiento de Newton, 𝐹 = 𝑀𝐿𝑇-2, 

las dimensiones de la viscosidad pueden expresarse como 𝑀𝐿-1 𝑇-1. 

La unidad de la viscosidad de SI, newton-segundo por metro cuadrado (N· 𝑠/𝑚2) 

o kilogramo por metro-segundo (kg/m·s), no tiene nombre. La unidad de viscosidad USC 

(también sin nombre) es 1lb·s/pie2 o 1slug/pie·s (estas dos son idénticas). Una unidad 

común de viscosidad en el sistema cgs, se conoce como el poise (P); este es 1dina·s/cm2 

o 1g/cm·s. La unidad SI es 10 veces mayor que la unidad poise (Streeter et al., 2000).  

Al hacer cálculos que involucren la presión de un fluido, se deben efectuar en 

relación con alguna presión de referencia (Mott,2006). Es normal que la atmósfera sea 

la presión de referencia. Así, la presión que arroja la medición del fluido se llama presión 

manométrica. Una presión manométrica superior a la presión atmosférica siempre es 

positiva, mientras que una presión manométrica inferior a la presión atmosférica es 
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negativa y se le conoce como vacío. La presión manométrica se expresará en unidades 

de Pascal o libra por pulgada cuadrada. La presión que se mide en relación con vacío 

perfecto se denomina presión absoluta, un vacío perfecto es la presión más baja posible. 

Por tanto, una presión absoluta siempre será positiva. Esta se expresa en las mismas 

unidades de la presión manométrica. Es muy importante que se conozca la diferencia 

entre estas dos maneras de medir la presión, para poder convertir una en la otra.  

Una ecuación sencilla que relaciona los dos sistemas de medición de la presión 

es: 

𝑃𝑎𝑏𝑠 = 𝑃𝑎𝑡𝑚 ± 𝑃𝑚𝑎𝑛                                                                                                                                 2.1. 3 

 

donde la  𝑃𝑎𝑏𝑠 es la presión absoluta, 𝑃𝑚𝑎𝑛 es la presión manométrica y 𝑃𝑎𝑡𝑚  es 

la presión atmosférica (Streeter et al., 2000). 

Lo anterior se representa en la ilustración 1. 

Ilustración 1: Interpretación gráfica de los niveles de referencia para determinar presión absoluta, relativa y 
atmosférica.  
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2.2 Flujo de conductos de presión 

El flujo permanente ocurre cuando las condiciones en cualquier punto de fluido 

no cambian con el tiempo. No existe cambio en la densidad 𝜌, en la presión p y en la 

temperatura T, en ningún punto, con respecto al tiempo. Matemáticamente se pueden 

representar:  

         
𝜕𝜌

𝜕𝑡
= 0;  

𝜕𝑝

𝜕𝑡
= 0;     

𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 0;     etc.                                                                            2.2. 1 

 

Las tuberías interconectadas en redes cerradas, en las cuales el flujo en una 

salida dada puede venir de diferentes líneas de conducción, se conocen como redes de 

tuberías, análogas al flujo a través de redes eléctricas. Los problemas en estas redes, 

en general, son complejos y requieren soluciones de prueba y error en las cuales los 

circuitos elementales se balacean en tandas hasta que todas las condiciones del flujo se 

satisfagan. Las siguientes condiciones se deben satisfacer en una red de tuberías:  

1. La suma algebraica de las caídas de presión en cada circuito debe ser 

cero.  

2. El caudal de entrada debe ser igual al de salida en cada unión.  

3. Se debe satisfacer la ecuación de Darcy-Weisbach, o una formula 

equivalente exponencial de fricción. 

La primera condición establece la caída de presión entre cualquier par de puntos 

en el circuito. La segunda condición es la ecuación de continuidad. 

Debido a que es impráctico resolver analíticamente los problemas de redes, se 

utilizan métodos de aproximaciones sucesivas. El método de Hardy Cross es uno, en el 

cual se suponen los caudales para cada tubería, de tal manera que la ecuación de 
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continuidad se satisface en cada unión. Luego se calcula una corrección para el caudal 

en cada circuito y se aplica para balancear mejor los circuitos.  

Si los parámetros cambian con respecto al tiempo el flujo es un flujo no 

permanente, es decir:  

            
𝜕𝜌

𝜕𝑡
≠ 0;  

𝜕𝑝

𝜕𝑡
≠ 0;     

𝜕𝑇

𝜕𝑡
≠ 0;     etc.                                                                     2.2. 2 

 El tiempo necesario para que el flujo en una tubería se establezca después de 

que una válvula se abre en forma súbita puede determinarse fácilmente teniendo en 

cuenta la fricción y las perdidas menores. En el instante en el que se abre una válvula la 

carga 𝐻 se encuentra disponible para acelerar el flujo, pero a medida que la velocidad 

se incrementa, la carga de aceleración se reduce debido a la fricción y las perdidas 

menores. Si L es la longitud de la tubería y la velocidad que queda es V entonces la 

ecuación de Darcy- Weisbach será:  

ℎ𝑓 = 𝑓
𝐿

𝐷
 
𝑉2

2𝑔
=

8𝑓𝐿𝑄2

𝜋2𝐷5𝑔
                                                                                                      2.2. 3 

 Donde 𝑓 es el coeficiente de fricción, 𝐿 es la longitud de la tubería, 𝐷 es el diámetro 

interno del conducto, 𝑉 es la velocidad, 𝑔 es la aceleración de la gravedad terrestre y 𝑄 

es el caudal que transporta la tubería.  

 La ecuación Darcy se utiliza para calcular la pérdida de energía debido a la fricción 

en secciones rectilíneas y largas de tubos redondos, tanto para flujo laminar como 

turbulento. La diferencia entre los dos flujos está en la evaluación del factor de fricción 

adimensional f.  

El flujo laminar se define como el flujo en el cual el fluido se mueve en capas, o 

laminas adyacentes, que se deslizan suavemente una sobre otra, únicamente con el 
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intercambio molecular de momentum. Cualquier tendencia a la inestabilidad y su 

turbulencia son atenuadas por las fuerzas cortantes viscosas que resisten el movimiento 

relativo de capas fluidas adyacentes. Sin embargo, en el fluido turbulento las partículas 

fluidas tienen un movimiento muy errático, con un intercambio de momentum transversal 

violento. La naturaleza del flujo, es decir, si es laminar o turbulento, y su posición relativa 

es una escala que muestra la importancia relativa de las tendencias turbulentas a 

laminares están indicadas por el número de Reynolds (por su autor Osborne Reynolds)  

Reynolds encontró que el grupo adimensional 𝑢𝑙𝜌/𝜇 debe ser igual para ambos 

casos. La cantidad 𝑢 es la velocidad característica,  𝑙 es una longitud característica, 𝜌 es 

la densidad de masa y 𝜇 la viscosidad. Este grupo, o parámetro, hoy en día se conoce 

como el número de Reynolds R, el cual es igual a: 

𝑹 =
𝑢𝑙𝜌

𝜇
                                                                                                                          2.2. 4 

Reynolds llevo a cabo sus experimentos sobre un flujo de agua a través de tubos 

de vidrio, tomo la velocidad promedio 𝒱 como la velocidad característica y el diámetro 

del tubo 𝐷 como la longitud característica, de tal manera que  

R=
𝑉𝐷𝜌

𝜇
                                                                                                        2.2. 5 

Los tipos de flujo están definidos a continuación:  

Flujo laminar:      Re ≤ 2100 

Flujo critico:        2100 ≤ Re ≤ 4000; no es posible determinar si es laminar o 

turbulento.  

Flujo turbulento:  Re ≥ 4000 
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La integración de la ecuación para una densidad constante da como resultado la 

ecuación de Bernoulli, cada uno de los términos puede interpretarse como una forma de 

energía disponible. En la ecuación no se toman en cuenta las pérdidas de energía y es 

para un líquido ideal.  

𝑍1 + 
𝑃1

𝛾
 +  

𝑉1
2 

2𝑔
= 𝑍2  +  

𝑃2

𝛾
 +  

𝑉2
2 

2𝑔
                                                                  2.2. 6 

 

Esta ecuación muestra que lo importante es la diferencia en energía potencial de 

flujo y cinética. Por consiguiente 𝑍1 − 𝑍2 es independiente del nivel de referencia 

particular, al igual que la diferencia en la elevación de los dos puntos. Similarmente, 
𝑃1

𝛾
 - 

𝑃2

𝛾
  es la diferencia en las cargas de presión, expresada en unidades de longitud del fluido 

fluyendo, y no se altera por la presión de referencia particular seleccionada. Debido a 

que los términos de velocidad son no lineales, su nivel de referencia es fijo.  

  Las pérdidas de carga por longitud se deben al simple paso del flujo a lo largo de 

la tubería y es una pérdida que se da gradualmente a lo largo de la tubería.  

Ilustración 2: Perdidas de cargas por longitud (Extraído de la fuente: https://dtingenieria.wordpress.com/2014/11/26/bernoulli-
la-presion-en-las-tuberias-y-la-perdida-de-carga-iii/)  

https://www.google.com.mx/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=images&cd=&ved=0ahUKEwi3nZCe-vPUAhWq5IMKHaXrADoQjRwIBw&url=https://sites.google.com/site/fisica358/perdida-de-carga&psig=AFQjCNEdZBQhGod2M2YvSA_vjixxdt7omw&ust=1499406264763459
https://dtingenieria.wordpress.com/2014/11/26/bernoulli-la-presion-en-las-tuberias-y-la-perdida-de-carga-iii/
https://dtingenieria.wordpress.com/2014/11/26/bernoulli-la-presion-en-las-tuberias-y-la-perdida-de-carga-iii/
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 Las pérdidas de carga locales se deben al paso del flujo a través de accesorios 

instalados en las tuberías como válvulas, codos, contracciones, ensanchamiento de los 

conductos, etc. Las pérdidas locales o por accesorios son pérdidas abruptas ya que las 

producen los torbellinos que se forman por y en el accesorio.  

 Sotelo, (1998), muestra la ecuación para determinar el coeficiente f en flujo 

turbulento es:  

1

√𝑓
= −2𝑙𝑜𝑔10 (

𝜀

3.7 𝐷
 +  

2.51

𝑅𝑒√𝑓
)                                                                      2.2. 7 

 

 La ecuación es conocida como fórmula de Colebrook-White y fue presentada en 

1938. Donde 𝜀 = rugosidad absoluta (m), y al dividirse entre el diámetro interno del 

conducto se le identifica como rugosidad relativa (𝜀/𝐷). Las pérdidas locales se 

determinan mediante la ecuación siguiente:  

ℎ𝑙𝑜𝑐 = 𝐾𝑙𝑜𝑐 (
𝑣2

2𝑔
) =  𝐾𝑙𝑜𝑐 (

8𝑄2

𝜋2𝐷4𝑔
)                                                                                   2.2. 8 

𝐾𝑙𝑜𝑐= coeficiente adimensional (adimensional). Este coeficiente generalmente está en 

función de la geometría espacial y del tamaño del accesorio en flujo turbulento 

(Nekrasov, 1996; Shames, 1995; Streeter, 2000; Walski, 2003).  

 Mott (2006), cita que una expresión totalmente empírica, para determinar la 

perdida de carga por fricción, es la ecuación de Hazen-Williams:  

ℎ𝑓 =
10.61

𝐷4.87 (
𝑄

𝐶
)
1.852

𝐿                                                                                                          2.2. 9 
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 C es el coeficiente de Hazen-Williams y depende prácticamente del material 

de la tubería, y si es de fierro o acero depende del tiempo de uso (si es tubería nueva, 

seminueva o vieja).  

 King et al. (1948), citan que las pérdidas menores pueden despreciarse si la 

longitud de la tubería es mayor de 1000 veces el diámetro:  

∑ ℎ𝑙𝑜𝑐𝑗
= 0𝑚

𝑗=1                                                                                           2.2. 10 

 Skousen (2004), define las válvulas como dispositivos mecánicos diseñados 

específicamente para dirigir, iniciar, detener o para regular el caudal, la presión de los 

líquidos o gases. Las válvulas pueden ser de acero, fierro, latón, bronce, plástico o con 

cierto número especial de aleaciones.  

 Un líquido real si existe en la naturaleza y al momento de fluir posee esfuerzos 

cortantes en su interior y en su frontera que está entre el líquido y la pared del conducto, 

lo que significa que tiene viscosidad y por lo tanto existe una pérdida de energía. Al 

momento en que un líquido fluye nacen los esfuerzos cortantes en su interior y esto 

implica que también nace la viscosidad dinámica o absoluta (Garza-Vara, 2012).  

 El flujo en un conducto a presión significa que el fluido está forzado o 

presionado, ya sea con una presión relativa positiva o negativa y por ser un líquido real 

al pasar por la longitud de la tubería o por un accesorio se pierde energía, que en nuestro 

caso es una pérdida de energía específica (EE) o comúnmente conocida como pérdida 

de carga.  

𝐸𝐸 =
𝐸𝑛𝑒𝑟𝑔í𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑓𝑙𝑢𝑗𝑜

𝑃𝑒𝑠𝑜 𝑑𝑒𝑙 𝑓𝑙𝑢í𝑑𝑜
   − − − − − − − −−>   

𝐹𝐿

𝐹
= 𝐿 (𝐶𝑎𝑟𝑔𝑎)                  2.2. 11 
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 Corrección de la Ecuación de Continuidad para un Líquido Real  

𝑄 = �̅�1𝐴1  =  �̅�2𝐴2                                                                                                          2.2. 12 

 

𝑍1 + 
𝑃1

𝛾
 +  

𝑉1
2 

2𝑔
= 𝑍2  +  

𝑃2

𝛾
 +  

𝑉2
2 

2𝑔
 +  ℎ𝑓1−2

                                                    2.2. 13 

 

 Uno de los métodos más utilizados para evaluar el factor de fricción emplea el 

diagrama de Moody que se presenta en la ilustración 3. El diagrama muestra la gráfica 

del factor de fricción f versus el número de Reynolds 𝑁𝑅, con una serie de curvas 

paramétricas relacionadas con la rugosidad relativa D/𝜀. Estas curvas las generó L.F. 

Moody a partir de datos experimentales.  

 Se grafica en escalas logarítmicas tanto a f como a 𝑁𝑅, debido al rango tan amplio 

de valores que se obtiene. A la izquierda de la gráfica, para números de Reynolds 

menores de 2000, la línea recta muestra la relación f=64/𝑁𝑅 para el flujo laminar. Para 

2000< 𝑁𝑅 < 4000 no hay curvas, debido a que ésta es la zona critica entre el flujo laminar 

y turbulento. Más allá de 𝑅𝑒= 4000, se grafica la familia de curvas para distintos valores 

D/𝜀 (Garza-Vara. 2012). 

Formulas del diagrama de Moody por zonas:  

Zona laminar (0 < Re < 2000), se utiliza la fórmula de Hagen-Poiseuille: 

𝑓 =
64

𝑅𝑒
                                                                                                                                 2.2. 14 
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Zona turbulenta en tubos lisos; Re > 4000 y Re ≤ 1.56 (
𝐷

8
7

𝜀
), para no caer arriba 

de esta zona: (Fórmula de Garza Vara, 1987), se utiliza la fórmula de Konakov.  

𝑓 =
1

(1.8 𝑙𝑜𝑔 (𝑅𝑒) − 1.5)2
                                                                                                     2.2. 15 

 

Zona turbulenta en tubos rugosos, zona de transición;  

Re > 4000 y 1.56(
𝐷

8
7

𝜀
) < Re < (

191

√𝑓
)(

𝐷
𝜀
), se utiliza la fórmula de Swamee-Jain.  

𝑓 =
0.25

(𝑙𝑜𝑔 (
𝜀/𝐷

3.7
 + 

5.74

(𝑅𝑒)0.9))

2                                                                                                     2.2. 16 

 

Zona turbulenta en tubos rugosos; zona de turbulencia completa o zona 

cuadrática; Re ≥  (
191

√𝑓
)(

𝐷
𝜀
), se utiliza la fórmula de Nikuradse.  

𝑓 =
1

(1.74 + 2𝑙𝑜𝑔 (𝐷/2𝜀))2
                                                                                                   2.2. 17 

 

Zona crítica; 2000 ≤ Re ≤ 4000: 

𝑓 = 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑎 

La fórmula de Colebrook-White para todo el flujo turbulento (tubos lisos y rugosos), 

se utiliza la formula en tubos comerciales.  
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1

√𝑓
= −2 𝑙𝑜𝑔 (

𝜀/𝐷

3.71
 +  

2.51

𝑅𝑒√𝑓
)                                                                                        2.2. 18 

 

 

2.3 Bombas 

La primera bomba de agua se le atribuye a Arquímedes que la describió en el siglo 

III a.C. y se le conoce como “Tornillo de Arquímedes”, pero este sistema ya había sido 

utilizado anteriormente por Senaquerib, re de Asiria, en el siglo VII a.C.  

 

 

 

 

 

 

 

Ilustración 3: Tornillo de Arquímedes (Fuente extraída de. https://cafeytech.substack.com/p/el-tornillo-de-

arquimedes) 

Las primeras bombas de las que se tiene conocimiento son las ruedas persas. 

Este dispositivo era una rueda que parte de ella estaba bajo una corriente de agua, el 

cual tenía cubetas que al sumergirse se llenaban de este vital líquido y posteriormente 

se iban vaciando a un colector en el momento en que la cubeta se encontraba en su 

punto más alto. Pero la más conocida de aquellas bombas es el tornillo de Arquímedes 

que aún persiste en la actualidad. En el desarrollo tecnológico a través del tiempo, 

tomando en cuenta otras formas de energía, la bomba queda probablemente como la 

segunda máquina de uso más común, superado apenas por el motor eléctrico.  

https://cafeytech.substack.com/p/el-tornillo-de-arquimedes
https://cafeytech.substack.com/p/el-tornillo-de-arquimedes
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Ilustración 4: Rueda de persa en Armadillo de los Infante, San Luis Potosí, México.  
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Las bombas centrifugas, también llamadas generadoras, se usan para mover el 

fluido en contra de la presión, para que un fluido se mueva desde donde hay más presión 

hacia donde hay menos presión.  

La voluta tiene forma de caracol, es una parte fija que tiene como misión recoger 

el líquido que deja el rodete, cambia la dirección del movimiento y lo dirige hacia la salida, 

la voluta la podemos considerar un transformador de energía porque frena el líquido 

transformando la energía dinámica en energía de presión. Las bombas centrifugas se 

caracterizan por ser silenciosas.  

 

 

 

 

 

Ilustración 5: Bomba centrifuga tipo voluta (Fuente extraída de: https://www.iagua.es/blogs/miguel-angel-monge-
redondo/algunas-observaciones-instalaciones-equipos-bombeo)  

https://www.iagua.es/blogs/miguel-angel-monge-redondo/algunas-observaciones-instalaciones-equipos-bombeo
https://www.iagua.es/blogs/miguel-angel-monge-redondo/algunas-observaciones-instalaciones-equipos-bombeo
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Como su nombre lo indica, una bomba sumergible está diseñada para trabajar 

con todo el conjunto, que consiste en bomba y motor, completamente sumergidos en el 

líquido. Este tipo de bomba tiene un motor herméticamente sellado que está 

estrechamente acoplado al cuerpo de la bomba. La carcasa alrededor del motor 

generalmente está llena con aceite para protegerlo de daños al evitar la entrada de 

cualquier líquido que pueda causar un cortocircuito.  

Cuando la bomba esta sumergida hay presión positiva del fluido en la entrada de 

la bomba, esta condición crea una mayor eficiencia debido a la menor energía requerida 

para mover el fluido a través de la trayectoria del líquido de la bomba.  

Karassik et al. (2008), señala que, si existe una bomba entre esos puntos, la 

ecuación de Bernoulli se convierte en una nueva expresión:  

𝑍1 +
𝑃1

𝛾
+

𝑉1
2

2𝑔
+ 𝐶𝐷𝑇 = 𝑍𝑁 +

𝑃𝑁

𝛾
+

𝑉1
2

2𝑔
+ ℎ𝑡𝑜𝑡1−2

                                                       2.3. 1 

 

Ilustración 6: Bomba sumergible Altamira (Fuente extraída de: 
https://mortonpumps.com/bombas-altamira/)  

https://mortonpumps.com/bombas-altamira/
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CDT O Hb es el trabajo neto realizado por la bomba por la unidad de peso de 

fluido bombeado o carga total que la bomba agrega al agua que es conocida como carga 

dinámica total en metros de columna de agua.  

𝐻𝑏 = 𝐶𝐹 +  𝐶𝑉                                                                                                                 2.3. 2 

 

Al termino CF se le nombra cargas fijas y a CV se le conoce como cargas 

variables. Las cargas variables son función del caudal y las cargas fijas son constantes 

e independientes del caudal, y corresponde a la altura que la bomba eleva el agua, desde 

la fuente de abastecimiento hasta el final de la tubería de descarga en el caso de 

descarga libre. Si la bomba descarga el agua, abajo del nivel de la fuente de 

abastecimiento, las cargas fijas son negativas. Las cargas fijas y variables se determinan 

de la manera siguiente:   

𝐶𝐹 = (𝑍2 +
𝑃2

𝛾
+

𝑉2
2

2𝑔
) − (𝑍1 +

𝑃1

𝛾
+

𝑉1
2

2𝑔
)                                                        2.3. 3 

𝐶𝑉 = ℎ𝑡𝑜𝑡1−2
                                                                                                                    2.3. 4 

 

 Las cargas variables se determinan de la manera siguiente, para bombas 

centrífugas tipo voluta (ilustración 5) y sumergibles (ilustración 6) respectivamente:  

𝐶𝑉 = ℎ𝑡𝑜𝑡𝑠
+ ℎ𝑡𝑜𝑡𝑑

                                                                                                         2.3. 5 

𝐶𝑉 = ℎ𝑡𝑜𝑡𝑐𝑏
+ ℎ𝑡𝑜𝑡𝑑

                                                                                                          2.3. 6 

 

 La gráfica de la ecuación de Bernoulli con carga dinámica total se identifica como 

la curva característica de la tubería. Las ecuaciones de Darcy Weisbach y pérdidas 
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locales en función del caudal, en tuberías de succión o columna de bombeo y tubería de 

descarga, en conductos cortos:  

ℎtot𝑠 =   [(𝑓𝑠 
𝐿𝑠

𝐷𝑠
  +   (∑ 𝐾loc𝑗

𝑚
𝑗=1 )

𝑠
)

8

𝜋2𝐷𝑠
42𝑔

] 𝑄2                                                            2.3. 7 

ℎtot𝑑 =   [(𝑓𝑠 
𝐿𝑑

𝐷𝑑
  +   (∑ 𝐾loc𝑗

𝑚
𝑗=1 )

𝑑
)

8

𝜋2𝐷𝑑
42𝑔

] 𝑄2                                                          2.3. 8 

ℎtot𝑐𝑏
=   [(𝑓𝑠  

𝐿𝑐𝑏

𝐷𝑐𝑏
  +   (∑ 𝐾loc𝑗

𝑚
𝑗=1 )

𝑐𝑏
)

8

𝜋2𝐷𝑐𝑏
4 2𝑔

] 𝑄2                                                    2.3. 9 

 

 En el caso de tuberías largas, las perdidas menores se desprecian y las 

ecuaciones, se convierten en las expresiones siguientes:  

ℎ𝑓𝑠 = [
8𝑓𝑠𝐿𝑠

𝜋2𝐷𝑠
5𝑔

] 𝑄2                                                                                                             2.3. 10 

ℎ𝑓𝑑
= [

8𝑓𝑑𝐿𝑑

𝜋2𝐷𝑑
5𝑔

] 𝑄2                                                                                                               2.3. 11 

ℎ𝑓𝑐𝑏
= [

8𝑓𝑐𝑏𝐿𝑐𝑏

𝜋2𝐷𝑐𝑏
5 𝑔

] 𝑄2                                                                                                           2.3. 12 

 

Por lo tanto, en tuberías largas las cargas variables tienen la ecuación:  

𝐶𝑉 = ℎ𝑓𝑠  +  ℎ𝑓𝑑
 =  [(𝑓𝑠 

𝐿𝑠

𝐷𝑠
5   +  𝑓𝑑 

𝐿𝑑

𝐷𝑑
5)

8

𝜋2𝑔
] 𝑄2                                                                                 2.3. 13 

𝐶𝑉 = ℎ𝑓𝑐𝑏
 +  ℎ𝑓𝑑

 =  [(𝑓𝑐𝑏  
𝐿𝑐𝑏

𝐷𝑐𝑏
5   +  𝑓𝑑  

𝐿𝑑

𝐷𝑑
5)

8

𝜋2𝑔
] 𝑄2                                                                           2.3. 14 

 

 La potencia del conjunto motor-bomba y el agua impulsada se clasifican en tres 

categorías: potencia del agua, que es la potencia del flujo a la salida de la bomba (WPH), 

potencia de la bomba (BHP) mejor conocida como potencia al freno (break horse power) 
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que es la que se representa en las curvas características de las bombas. Por último, la 

potencia del motor (MHP). Sus ecuaciones en el SI son las siguientes:  

𝑊𝐻𝑃 = 
𝑄𝛾𝐻𝑏

76
                                                                                                                    2.3. 15 

𝐵𝐻𝑃 =
𝑊𝐻𝑃

𝐸𝑓𝑓𝑏
=

𝑄𝛾𝐻𝑏

76𝐸𝑓𝑓𝑏
                                                                                                      2.3. 16 

𝑀𝐻𝑃 = 
𝐵𝐻𝑃

𝐸𝑓𝑓𝑚
=

𝑄𝛾𝐻𝑏

76𝐸𝑓𝑓𝑏𝐸𝑓𝑓𝑚
=

𝑄𝛾𝐻𝑏

76𝐸𝑓𝑓𝑔
                                                                          2.3. 17 

 

𝛾= peso específico del agua (K𝑔𝑓/m3); 𝐸𝑓𝑓𝑏 = eficiencia de la bomba; 𝐸𝑓𝑓𝑚= 

eficiencia del motor; 𝐸𝑓𝑓𝑔= eficiencia global que se obtiene al multiplicar la eficiencia de 

la bomba por la eficiencia del motor (las eficiencias están en fracción por ciento).  

El número 76 corrige las unidades en caballos de fuerza (AWWA, 2010).  

 Mott (2006) y Mataix (1982), mencionan que las leyes de afinidad de las bombas 

centrifugas son relaciones matemáticas que se utilizan para poder predecir el 

funcionamiento de las bombas, cuando cambian las características de las mismas. Estas 

características son el caudal, su carga, la potencia al freno, con respecto a la velocidad 

del giro del impulsor. Por lo tanto, existen dos leyes: la primera ley de afinidad se aplica 

cuando la velocidad de giro del impulsor varia, manteniendo constante el diámetro del 

impulsor, siendo las ecuaciones las siguientes expresiones:  

𝑄1

𝑄2
=

𝑁1

𝑁2
                                                                                                                                 2.3. 18 

𝐻𝑏1

𝐻𝑏2
= (

𝑁1

𝑁2
)
2
                                                                                                                        2.3. 19 

𝐵𝐻𝑃1

𝐵𝐻𝑃2
= (

𝑁1

𝑁2
)
3
                                                                                                                      2.3. 20 
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 Los subíndices 1 y 2 significan antes y después de la variación y el símbolo Ν se 

refiere a la velocidad de rotación del impulsor, en revoluciones por minuto. La segunda 

ley de afinidad se aplica cuando varía el diámetro del impulsor, manteniendo constante 

la velocidad de giro del impulsor, sus expresiones matemáticas se muestran a 

continuación:  

𝑄1

𝑄2
=

𝐷1

𝐷2
                                                                                                                                 2.3. 21 

𝐻𝑏1

𝐻𝑏2
= (

𝐷1

𝐷2
)
2
                                                                                                                        2.3. 22 

𝐵𝐻𝑃1

𝐵𝐻𝑏2
= (

𝐷1

𝐷2
)
3
                                                                                                                      2.3. 23 

 

2.4 Programas comerciales para el diseño de redes  

Saldarriaga (2008), cita que existen algunos programas comerciales y otros que 

fueron generados en las universidades para modelar la distribución del agua en redes.  

Se utilizo el programa de Visual Basic 6.0, para determinar el coeficiente fricción 

utilizando ciertos parámetros requeridos conocidos para la obtención de dicho resultado. 

Es un lenguaje de programación dirigido por eventos, desarrollado por Alan Cooper 

(1992) para Microsoft.  

Microsoft Excel (1985) es un programa que permite editar hojas de cálculo 

desarrollada por Microsoft para Windows, MacOS, Android e iOS. Cuenta con cálculos, 

gráficas, tablas calculares y un lenguaje de programación macro llamado Visual Basic 

para aplicaciones.  
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3. Materiales y métodos 

3.1 Desarrollo de las matrices Jacobianas para la solución de redes abiertas 

El desarrollo del modelo matemático en redes abiertas comprende las etapas 

siguientes:  

Primero; ubicación del nivel de referencia. Es el nivel para poder medir los 

cambios de energía del flujo en la red. Se puede ubicar, en cualquier parte, pero se 

recomienda situarlo en el nivel más bajo, ya sea que corresponda a un nivel dinámico de 

un acuífero en el caso de bomba sumergible o en el nivel de la superficie libre de la fuente 

de abastecimiento (depósito, lago, río, etc.), en el caso de bomba centrifuga.  

Segundo; ubicación de los puntos principales o estratégicos para medir las cargas en 

la red:  

• Superficies de las fuentes de abastecimiento que abastecen a la red (puntos 

iniciales de la red).  

• Salidas de las bombas. 

• Nodos. 

• Entradas a los sistemas de riego (puntos finales de la red).  

Tercero; identificación de los tipos de líneas que conforman la red:  

• Línea con bomba: Son líneas que tienen una bomba. Cada línea con bomba está 

conformada por dos tramos. En el caso de bombas sumergibles en pozos 

profundos, el primer es la columna de bomba, y el segundo tramo es la tubería de 

descarga. En una bomba centrifuga tipo voluta de eje horizontal, el primer tramo 
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es la tubería de succión y la tubería de descarga la que esta después de a la 

bomba para conectar al nodo.  

• Líneas sin bomba: Es la línea que va de un nodo y conecta al sistema de riego o 

a un depósito.  

3.1.1 Desarrollo por el método de Newton-Raphson  

Este método se caracteriza por resolver ecuaciones no lineales, es un sistema 

numérico para encontrar la raíz o raíces de ecuaciones que se igualan a cero, que en 

nuestro caso estas son formulas cuadráticas hidráulicas de una sola variable que no 

pueden despejarse.  

𝑥𝑖 + 1 = 𝑥𝑖  −  
𝑓(𝑥𝑖)

𝑓´(𝑥𝑖)
                                                                                                        3.3.1. 1 

La ecuación anterior es una fórmula iterativa para una sola ecuación. 

 Spiegel (2001) y Stewart (2002), citan que los métodos matemáticos para resolver 

ecuaciones no lineales, se inician con la Serie de Taylor en torno al punto a: 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) +
𝑓′(𝑎)

1!
(𝑥 − 𝑎) +

𝑓′′(𝑎)

2!
(𝑥 − 𝑎)2 +

𝑓′′′(𝑎)

3!
(𝑥 − 𝑎)3 + ⋯+

𝑓(𝑛−1)(𝑎)

(𝑛−1)!
(𝑥 − 𝑎)(𝑛−1) + ⋯                     3.3.1. 2 

Si 𝑎 = 0, la Serie de Taylor se transforma en la Serie de Maclaurin:  

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) +
𝑓′(0)

1!
(𝑥) +

𝑓′′(0)

2!
(𝑥2) +

𝑓′′′(0)

3!
(𝑥3) + ⋯+

𝑓(𝑛−1)(0)

(𝑛−1)!
(𝑥(𝑛−1)) + ⋯                   3.3.1. 3 

 

 Burden y Faires (1985), señalan que el método de Newton – Raphson resuelve 

una sola ecuación no lineal e igual a cero, se puede deducir de la serie de Taylor, 

considerando tan solo sus dos primeros términos y al hacer la sustitución: 𝑥 = 𝑥𝑖+1 y 𝑎 =
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𝑥1 en la ecuación de Maclaurin, hasta que 𝑓(𝑥𝑖+1) = 0 y posteriormente se despeja 𝑥𝑖+1, 

tal como se muestra a continuación: 

𝑓(𝑥) ≅ 𝑓(𝑎) +
𝑓′(𝑎)

1!
(𝑥 − 𝑎) = 𝑓(𝑎) + 𝑓′(𝑎)(𝑥 − 𝑎)                                                                  3.3.1. 4 

𝑓(𝑥𝑖+1) = 𝑓(𝑥𝑖) + 𝑓′(𝑥𝑖)(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)                                                                                                 3.3.1. 5 

 

Al despejar 𝑥𝑖+1: 

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 +
𝑓(𝑥𝑖+1)−𝑓(𝑥𝑖)

𝑓´(𝑥𝑖)
                                                                               3.3.1. 6 

Si 𝑓(𝑥𝑖+1) = 0, por ser la raíz 

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 −
𝑓(𝑥𝑖)

𝑓´(𝑥𝑖)
;      𝑓´(𝑥𝑖) ≠ 0                                                                3.3.1. 7 

donde: 

 𝑓(𝑥𝑖) =  función de 𝑥 en el punto 𝑥𝑖 

𝑓´(𝑥𝑖) = derivada de la función de 𝑥 en el punto 𝑥𝑖  

𝑥𝑖+1 = punto donde se intercepta la tangente de la curva en el eje 𝑥 

La ecuación de Newton - Raphson realiza un cálculo iterativo de esta manera: 

𝑥1 = 𝑥0 −
𝑓(𝑥0)

𝑓′(𝑥0)
→ 𝑥2 = 𝑥1 −

𝑓(𝑥1)

𝑓′(𝑥1)
→ 𝑥3 = 𝑥2 −

𝑓(𝑥2)

𝑓′(𝑥2)
→ ⋯ → 𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 −

𝑓(𝑥𝑖)

𝑓′(𝑖)
 → ⋯   3.3.1. 8   

hasta que 𝑥𝑖+1 ≅ 𝑥𝑖 ó  
𝑓(𝑥𝑖)

𝑓′(𝑖)
≅ 0. 

𝑥0 es el valor inicial, el cual se supone. 

Para el caso de dos ecuaciones no lineales (𝑓1(𝑥) y 𝑓2(𝑥) ): 
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𝑓1(𝑥
𝑖) = (𝑥1

𝑖 − 𝑥1
𝑖+1)

𝜕𝑓1(𝑥
𝑖)

𝜕𝑥1
+ (𝑥1

𝑖 − 𝑥1
𝑖+1)

𝜕𝑓1(𝑥
𝑖)

𝜕𝑥2
 

𝑓2(𝑥
𝑖) = (𝑥2

𝑖 − 𝑥2
𝑖+1)

𝜕𝑓2(𝑥
𝑖)

𝜕𝑥1
+ (𝑥2

𝑖 − 𝑥2
𝑖+1)

𝜕𝑓2(𝑥
𝑖)

𝜕𝑥2
 

𝑓1(𝑥
𝑖) = 𝑥1

𝑖
𝜕𝑓1(𝑥

𝑖)

𝜕𝑥1
+ 𝑥1

𝑖
𝜕𝑓1(𝑥

𝑖)

𝜕𝑥2
− 𝑥1

𝑖+1
𝜕𝑓1(𝑥

𝑖)

𝜕𝑥1
− 𝑥1

𝑖+1
𝜕𝑓1(𝑥

𝑖)

𝜕𝑥2
 

𝑓2(𝑥
𝑖) = 𝑥2

𝑖
𝜕𝑓2(𝑥

𝑖)

𝜕𝑥1
+ 𝑥2

𝑖
𝜕𝑓2(𝑥

𝑖)

𝜕𝑥2
− 𝑥2

𝑖+1
𝜕𝑓2(𝑥

𝑖)

𝜕𝑥1
− 𝑥2

𝑖+1
𝜕𝑓2(𝑥

𝑖)

𝜕𝑥2
 

[
𝑓1(𝑥

𝑖)

𝑓2(𝑥𝑖)
] =

[
 
 
 
 
𝜕𝑓1(𝑥

𝑖)
𝜕𝑥1

  

𝜕𝑓2(𝑥𝑖)
𝜕𝑥1

   

𝜕𝑓1(𝑥
𝑖)

𝜕𝑥2

𝜕𝑓2(𝑥𝑖)
𝜕𝑥2 ]

 
 
 
 

[
𝑥1

𝑖

𝑥2
𝑖 ] −

[
 
 
 
 
𝜕𝑓1(𝑥

𝑖)
𝜕𝑥1

  

𝜕𝑓2(𝑥𝑖)
𝜕𝑥1

   

𝜕𝑓1(𝑥
𝑖)

𝜕𝑥2

𝜕𝑓2(𝑥𝑖)
𝜕𝑥2 ]

 
 
 
 

[
𝑥1

𝑖+1

𝑥2
𝑖+1] 

[
𝑓1(𝑥

𝑖)

𝑓2(𝑥𝑖)
] =

[
 
 
 
 
𝜕𝑓1(𝑥

𝑖)
𝜕𝑥1

  

𝜕𝑓2(𝑥𝑖)
𝜕𝑥1

   

𝜕𝑓1(𝑥
𝑖)

𝜕𝑥2

𝜕𝑓2(𝑥𝑖)
𝜕𝑥2 ]

 
 
 
 

{[
𝑥1

𝑖

𝑥2
𝑖 ] − [

𝑥1
𝑖+1

𝑥2
𝑖+1]} 

[
𝑥1

𝑖+1

𝑥2
𝑖+1] = [

𝑥1
𝑖

𝑥2
𝑖 ] − [

𝜕𝑓1(𝑥𝑖)

𝜕𝑥1
  

𝜕𝑓2(𝑥𝑖)

𝜕𝑥1
   

𝜕𝑓1(𝑥𝑖)

𝜕𝑥2

𝜕𝑓2(𝑥𝑖)

𝜕𝑥2

]

−1

[
𝑓1(𝑥𝑖)

𝑓2(𝑥𝑖)
]                                       3.3.1. 9 

 

La matriz cuyos elementos son derivadas parciales de las funciones, se conoce 

como matriz Jacobiana. Para un sistema de 𝑁 𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑛𝑜 𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑙𝑒𝑠 con 𝑁 𝑖𝑛𝑐ó𝑔𝑛𝑖𝑡𝑎𝑠, 

el método de 𝑁𝑒𝑤𝑡𝑜𝑛 − 𝑅𝑎𝑝ℎ𝑠𝑜𝑛 usa las iteraciones recurrentes. 

𝑋(𝑖+1) = 𝑋(𝑖) − 𝐽−1𝐹(𝑋(𝑖))                                                                                         3.3.1. 10 
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siendo 𝐽−1 la inversa de la matriz 𝐽𝑎𝑐𝑜𝑏𝑖𝑎𝑛𝑎 y el número de iteración está dado en 

el superíndice 𝑖. 

𝐽−1 =

[
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑓1(𝑥

𝑖)

𝜕𝑥1

𝜕𝑓2(𝑥
𝑖)

𝜕𝑥1

⋮
𝜕𝑓𝑁(𝑥𝑖)

𝜕𝑥1

    

𝜕𝑓1(𝑥
𝑖)

𝜕𝑥2
⋯

𝜕𝑓2(𝑥
𝑖)

𝜕𝑥2
⋯

     

⋮
𝜕𝑓𝑁(𝑥𝑖)

𝜕𝑥2
⋯

   

𝜕𝑓1(𝑥
𝑖)

𝜕𝑥𝑁

𝜕𝑓2(𝑥
𝑖)

𝜕𝑥𝑁

⋮
𝜕𝑓𝑁(𝑥𝑖)

𝜕𝑥𝑁 ]
 
 
 
 
 
 
 

 

𝐹(𝑋(𝑖)) =

[
 
 
 
 
𝑓1(𝑥

𝑖)

𝑓2(𝑥
𝑖)

⋮
𝑓𝑁(𝑥𝑖)]

 
 
 
 

 

𝑋(𝑖) =

[
 
 
 
𝑥1

𝑖

𝑥2
𝑖

⋮
𝑥𝑁

𝑖 ]
 
 
 

  𝑋(𝑖+1) =

[
 
 
 
 𝑥1

(𝑖+1)

𝑥2
(𝑖+1)

⋮

𝑥𝑁
(𝑖+1)

]
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 𝑥1

(𝑖+1)

𝑥2
(𝑖+1)

⋮

𝑥𝑁
(𝑖+1)

]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
𝑥1

𝑖

𝑥2
𝑖

⋮
𝑥𝑁

𝑖 ]
 
 
 

−

[
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑓1(𝑥

𝑖)

𝜕𝑥1

𝜕𝑓2(𝑥
𝑖)

𝜕𝑥1

⋮
𝜕𝑓𝑁(𝑥𝑖)

𝜕𝑥1

    

𝜕𝑓1(𝑥
𝑖)

𝜕𝑥2
⋯

𝜕𝑓2(𝑥
𝑖)

𝜕𝑥2
⋯

     

⋮
𝜕𝑓𝑁(𝑥𝑖)

𝜕𝑥2
⋯

   

𝜕𝑓1(𝑥
𝑖)

𝜕𝑥𝑁

𝜕𝑓2(𝑥
𝑖)

𝜕𝑥𝑁

⋮
𝜕𝑓𝑁(𝑥𝑖)

𝜕𝑥𝑁 ]
 
 
 
 
 
 
 
−1

 

 

Se tienen J ecuaciones (j =1,2, 3, … ne), donde ne es el número total de 

ecuaciones. 

Se tienen i iteraciones (i =1,2, 3, … ni), donde ni es el número total de 

iteraciones para obtener el resultado. 
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𝑥𝑗
𝑖+1 = 𝑥𝑗

𝑖 − 𝑓´(𝑥𝑗
𝑖)

−1
𝑓(𝑥𝑗

𝑖)                                                                                      3.3.1. 11 

 

El método de resolver ecuaciones no lineales de Newton – Raphson no está 

garantizado, pues a veces resulta que no es convergente (Gómez - García,2009). 

Para el uso del método de matrices Jacobianas, primeramente, se hace una 

selección de la bomba o bombas que cumplen con los requisitos en cuestión de gasto y 

carga que el sistema requiere. Una vez seleccionada la bomba se grafica su curva 

característica de carga contra descarga, con los datos de 𝐻𝐵 (metros) y gasto Q (m3/s) 

en una hoja de Excel genera una línea de tendencia polinómica de grado 2, al seleccionar 

presenta la ecuación en el gráfico y presenta el valor de R cuadrado.  

Al generar estos datos, si en la ecuación de la gráfica la R2 da como resultado un 

0.99 o 0.985 indica que la bomba es óptima de acuerdo a los criterios requeridos.  

La ecuación obtenida es del tipo 𝐴𝑄𝑛 + 𝐵𝑄 + 𝐶 que es la carga dinámica total de 

la bomba (CDT), la cual se integra en las ecuaciones de las líneas de conducción que 

tienen bomba, que se deriva de la Ecuación de Bernoulli (ecuación 2.2.13) tal como en 

el método grafo analítico, de manera que todas las ecuaciones se deben igualar a 0. 

 Además, del número total de ecuaciones generadas de 𝐻𝑁 se escoge una para 

usarla como tal.  

Líneas con bomba:  

𝑍𝑗  −  𝐻𝑛  +  𝐶𝐷𝑇𝑖 − ℎ𝑓𝑖 = 0                                                                          
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Líneas sin bomba:  

𝑍𝑗  −  𝐻𝑛  +  
𝑃𝑠𝑟

𝛾
 − ℎ𝑓𝑖

=  0                                

donde:                                                       

𝑗: letra que identifica a los depósitos.  

 𝑗= A, B, C…… 

𝑛: número que identifica a la carga en los nodos  

𝑛=1,2,3……. 

𝑠𝑟: número que identifica la presión a la entrada de cada sistema de riego.  

𝑠𝑟=1,2,3……. 

𝑖: número que identifica a cualquier línea de la red y bomba.  

𝑖=1,2,3…… 
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3.2 Desarrollo del nuevo método grafo analítico para la solución de redes abiertas  

El método grafo analítico propuesto se basa en la realización de curvas 

características de las líneas de conducción, las cuales se grafican con diferentes 

caudales que circulan por la tubería tomando en cuenta sus pérdidas de carga al aplicar 

la ecuación de Bernoulli y la ecuación de Darcy-Weisbach. Las curvas características de 

las líneas de conducción se suman en serie y en paralélelo según como estén dispuestas 

en la red de distribución de agua.   

La solución del sistema se encuentra en el punto donde se cruzan las curvas que 

surgen al sumar las líneas de alimentación en paralelo con las líneas de descarga en 

paralelo y posteriormente se dibuja una línea horizontal que debe pasar por el punto de 

cruce y a la vez cruza por cada línea individual de la red para determinar los caudales de 

cada una de ellas (Mata, 2008).  
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4. Resultados y discusión  

4.1 Comparación de los resultados grafo-analíticas con las matrices jacobianas  

Problema de redes abiertas número uno  

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Diámetro 

Nominal Interno 

3” 82.80 mm 

2” 55.12 mm 

𝟏𝟏
𝟐⁄ " 43.69 mm  

10.0 m  

F.G.     11
2⁄ " 

0.0 m 

F.G. 3”,  5.0 m  

10.0 m 
F.

G
.  

   
2

” 
 

Válvula Globo  

Válvula Check  

F.G     1 1
2⁄ " 

𝐾0 

10 .0 m  

𝐾0 

Depósito C 

Cárcamo   

Depósito B  

Válvula Globo  Válvula Globo  

N 

Válvula Compuerta  

5.0 m 

13.0 m=  𝑍𝑁 

M 

1.50 𝑚 

10.0 m  

Bomba centrifuga Berkeley 

Modelo B1-1/2TPM, 2HP 
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Formulas utilizadas: 

Se aplica la ecuación de Bernoulli del punto A-N: 

 

𝑍𝐴  +  
𝑃𝐴

𝛿
 + 

�̅�𝐴
2

2𝑔
 +  𝐶𝐷𝑇 =  𝑍𝑁  + 

𝑃𝑁

𝛿
 +  

�̅�𝑑
2

2𝑔
 + ℎ𝑓𝑇𝑜𝑡𝑠 + ℎ𝑓𝑇𝑜𝑡𝑑  

                                              𝐻𝑁 

 

𝑍𝐴 +  𝐶𝐷𝑇 = 𝐻𝑁  +  
�̅�𝑑

2

2𝑔
 + ℎ𝑓𝑇𝑜𝑡𝑠 + ℎ𝑓𝑇𝑜𝑡𝑑 

 

𝐻𝑁 = 𝑍𝐴 +  𝐶𝐷𝑇 − 
�̅�𝑑

2

2𝑔
 − ℎ𝑓𝑇𝑜𝑡𝑠 − ℎ𝑓𝑇𝑜𝑡𝑑 

 

Se aplica la Ecuación de Bernoulli del punto N-B:  

 

𝑍𝑁  +  
𝑃𝑁

𝛿
 + 

�̅�2
2

2𝑔
 =  𝑍𝐵  +  

𝑃𝐵

𝛿
 + 

�̅�𝐵
2

2𝑔
 + ℎ𝑓𝑇𝑜𝑡2 

 

𝐻𝑁  + 
�̅�2

2

2𝑔
 =  𝑍𝐵  +  ℎ𝑓𝑇𝑜𝑡2 

𝐻𝑁  =  𝑍𝐵  +  ℎ𝑓𝑇𝑜𝑡2  −  
�̅�2

2

2𝑔
  

 

Se aplica la Ecuación de Bernoulli del punto N-C: 

 

𝑍𝑁  +  
𝑃𝑁

𝛿
 + 

�̅�2
2

2𝑔
 =  𝑍𝐶  +  

𝑃𝐶

𝛿
 + 

�̅�𝐶
2

2𝑔
 + ℎ𝑓𝑇𝑜𝑡3 

 

 

𝐻𝑁  + 
�̅�2

2

2𝑔
 =  𝑍𝐶  +  ℎ𝑓𝑇𝑜𝑡3 

0 

0 0 

0 0 

0 
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𝐻𝑁  =  𝑍𝐶  +  ℎ𝑓𝑇𝑜𝑡3  −  
�̅�3

2

2𝑔
 

 

 Se derivan las fórmulas de  𝐻𝑁 para el punto 2 y 3, incluyendo los 

coeficientes (K) de los accesorios, de tal forma que la ecuación queda de la siguiente 

forma:  

 

𝐻𝑁  =  𝑍𝐵  +  ℎ𝑓𝑇𝑜𝑡2  −  
𝑉2

2̅̅̅̅

2𝑔
  

 

𝐻𝑁  =  𝑍𝐵  +  ℎ𝑓𝑠  +  (∑ ℎ𝑙𝑜𝑐𝑗

𝑚=4

𝑗=1

)

2

 −  
𝑉2

2̅̅̅̅

2𝑔
 

 

m= 4 es el número total de accesorios en la tubería del punto B-N, la cual se desglosa 

de la siguiente manera:  

𝐻𝑁 = 𝑍𝐵 + ℎ𝑓𝑠  + ℎ𝑙𝑜𝑐1
+ ℎ𝑙𝑜𝑐2

+ ℎ𝑙𝑜𝑐3
+ ℎ𝑙𝑜𝑐4

 

Al tener la ecuación  se especifican los accesorios que hay:  

𝐻𝑁 = 𝑍𝐵 + ℎ𝑓𝑠  + ℎ𝑟𝑒𝑑 + ℎ𝑐𝑜𝑑𝑜 90° + ℎ𝑣𝑎𝑙𝑣.𝑔𝑙𝑜𝑏𝑜 + ℎ𝑠𝑎𝑙𝑖𝑑𝑎 
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Después se multiplica por  
�̅�2

2

2𝑔
: 

 

𝐻𝑁 = 𝑍𝐵 + 𝑓
𝐿

𝐷

�̅�2
2

2𝑔
+ 𝐾𝑟𝑒𝑑

�̅�2
2

2𝑔
+ 𝐾𝑐𝑜𝑑𝑜 90°

�̅�2
2

2𝑔
+ 𝐾𝑣𝑎𝑙𝑣.𝑔𝑙𝑜𝑏𝑜

�̅�2
2

2𝑔
+ 𝐾𝑠𝑎𝑙𝑖𝑑𝑎

�̅�2
2

2𝑔
 

 

Factorizar la ecuación:  

𝐻𝑁 = 𝑍𝐵 + (𝑓
𝐿

𝐷
+ 𝐾𝑟𝑒𝑑 + 𝐾𝑐𝑜𝑑𝑜 90° + 𝐾𝑣𝑎𝑙𝑣.𝑔𝑙𝑜𝑏𝑜 + 𝐾𝑠𝑎𝑙𝑖𝑑𝑎)

�̅�2
2

2𝑔
 

 

∑ 𝐾𝑗 = 𝐾𝑟𝑒𝑑 + 𝐾𝑐𝑜𝑑𝑜 90° + 𝐾𝑣𝑎𝑙𝑣.𝑔𝑙𝑜𝑏𝑜 + 𝐾𝑠𝑎𝑙𝑖𝑑𝑎

𝑚=4

𝑗=1

 

 

𝐻𝑁 = 𝑍𝐵 + (𝑓
𝐿

𝐷
+ ∑ 𝐾𝑗

𝑚=4

𝑗=1

)
�̅�2

2

2𝑔
 

 

𝐻𝑁 = 𝑍𝐶 + (𝑓
𝐿

𝐷
+ ∑ 𝐾𝑗

𝑚=4

𝑗=1

)
�̅�2

2

2𝑔
 

 

 

Se hace el mismo procedimiento para el punto A-N:  

 

𝐻𝑁 = 𝑍𝐴 +  𝐶𝐷𝑇 − 
�̅�𝑑

2

2𝑔
 − ℎ𝑓𝑇𝑜𝑡𝑠 − ℎ𝑓𝑇𝑜𝑡𝑑 

 

𝐻𝑁 = 𝑍𝐴 +  𝐶𝐷𝑇 − 
�̅�𝑑

2

2𝑔
 − ℎ𝑓𝑠 + (∑ ℎ𝑙𝑜𝑐𝑗

𝑚=4

𝑗=1

)

𝑆

− ℎ𝑓𝑑 + (∑ ℎ𝑙𝑜𝑐𝑗

𝑚=4

𝑗=1

)

𝑑
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𝐻𝑁 = 𝑍𝐴 +  𝐶𝐷𝑇 − 
�̅�𝑑

2

2𝑔
 − ℎ𝑓𝑠 + (ℎ𝑙𝑜𝑐1

+ ℎ𝑙𝑜𝑐2
+ ℎ𝑙𝑜𝑐3

+ ℎ𝑙𝑜𝑐4
)
𝑆
− ℎ𝑓𝑑 + (ℎ𝑙𝑜𝑐1

+ ℎ𝑙𝑜𝑐2
+ ℎ𝑙𝑜𝑐3

+ ℎ𝑙𝑜𝑐4
)
𝑑
 

 

𝐻𝑁 = 𝑍𝐴 +  𝐶𝐷𝑇 − 
�̅�𝑑

2

2𝑔
 − ℎ𝑓𝑠 + (ℎ𝑝𝑖𝑐ℎ + ℎ𝑐𝑜𝑑𝑜 90° + ℎ𝑣𝑎𝑙𝑣.𝑐𝑜𝑚𝑝 + ℎ𝑟𝑒𝑑 𝑒𝑥𝑐3−2"

)
𝑆
− ℎ𝑓𝑑 + (ℎ𝑟𝑒𝑑2−11

2⁄ "
+ ℎ𝑣𝑎𝑙𝑣 𝑐ℎ𝑒𝑐𝑘 + ℎ𝑣𝑎𝑙𝑣 𝑔𝑙𝑜𝑏𝑜 + ℎ𝑇90°)

𝑑
 

 

𝐻𝑁 = 𝑍𝐴 +  𝐶𝐷𝑇 −  
�̅�𝑑

2

2𝑔
− (𝑓𝑠

𝐿𝑆

𝐷𝑆

+ 𝑘𝑝𝑖𝑐ℎ + 𝑘𝑐𝑜𝑑𝑜 90° + 𝑘𝑣𝑎𝑙𝑣.𝑐𝑜𝑚𝑝 + 𝑘𝑟𝑒𝑑 𝑒𝑥𝑐3−2"
)
�̅�𝑠

2

2𝑔
− (𝑓𝑠

𝐿𝑑

𝐷𝑑

+ 𝑘𝑟𝑒𝑑2−11
2⁄ "

+ 𝑘𝑣𝑎𝑙𝑣 𝑐ℎ𝑒𝑐𝑘 + 𝑘𝑣𝑎𝑙𝑣 𝑔𝑙𝑜𝑏𝑜 + 𝑘𝑇90°)
�̅�𝑠

2

2𝑔
 

 

∑ 𝐾𝑗 = 𝐾𝑝𝑖𝑐ℎ + 𝐾𝑐𝑜𝑑𝑜 90° + 𝐾𝑣𝑎𝑙𝑣.𝑐𝑜𝑚𝑝 + 𝐾𝑟𝑒𝑑 𝑒𝑥𝑐3−2"

𝑚=4

𝑗=1

 

 

∑ 𝐾𝑗 = 𝐾𝑟𝑒𝑑
2−11

2⁄ "
+ 𝐾𝑣𝑎𝑙𝑣.𝑐ℎ𝑒𝑐𝑘 + 𝐾𝑣𝑎𝑙𝑣.𝑔𝑙𝑜𝑏𝑜 + 𝐾𝑇90°

𝑚=4

𝑗=1

 

 

𝐻𝑁 = 𝑍𝐴 +  𝐶𝐷𝑇 − 
�̅�𝑑

2

2𝑔
− [𝑓𝑠

𝐿𝑆

𝐷𝑆
+ (∑ 𝐾𝑗

𝑚=4

𝑗=1

)

𝑆

]
�̅�𝑠

2

2𝑔
− [𝑓𝑑

𝐿𝑑

𝐷𝑑
+ (∑ 𝐾𝑗

𝑚=4

𝑗=1

)

𝑑

]
�̅�𝑑

2

2𝑔
 

 

 



pág. 48 
 

Se factoriza la ecuación con  
�̅�𝑑

2

2𝑔
: 

 

𝐻𝑁 = 𝑍𝐴 +  𝐶𝐷𝑇 − [𝑓𝑠
𝐿𝑆

𝐷𝑆
+ (∑ 𝐾𝑗

𝑚=4

𝑗=1

)

𝑆

]
�̅�𝑠

2

2𝑔
− [𝑓𝑑

𝐿𝑑

𝐷𝑑
+ (∑ 𝐾𝑗

𝑚=4

𝑗=1

− 1)

𝑑

]
�̅�𝑑

2

2𝑔
 

 

Al tener las ecuaciones de  𝐻𝑁 de cada tubería se le incluyen los valores correspondientes:  

 

𝐻𝑁 = 𝑍𝐴 +  𝐶𝐷𝑇 − [𝑓𝑠
𝐿𝑆

𝐷𝑆
+ (∑ 𝐾𝑗

𝑚=4

𝑗=1

)

𝑆

]
�̅�𝑠

2

2𝑔
− [𝑓𝑑

𝐿𝑑

𝐷𝑑
+ (∑ 𝐾𝑗

𝑚=4

𝑗=1

− 1)

𝑑

]
�̅�𝑑

2

2𝑔
 

 

𝐻𝑁 = 𝑍𝐴 +  𝐶𝐷𝑇 − [𝑓𝑠
𝐿𝑆

𝐷𝑆
+ (∑ 𝐾𝑗

𝑚=4

𝑗=1

)

𝑆

]
8𝑄2

𝜋2𝐷𝑆
4 𝑔

− [𝑓𝑑
𝐿𝑑

𝐷𝑑
+ (∑ 𝐾𝑗

𝑚=4

𝑗=1

− 1)

𝑑

]
8𝑄2

𝜋2𝐷𝑑
4 𝑔

 

Se factoriza 
8𝑄2

𝜋2 𝑔
: 

 

𝐻𝑁 = 𝑍𝐴 +  𝐶𝐷𝑇 − {[𝑓𝑠
𝐿𝑆

𝐷𝑆
+ (∑ 𝐾𝑗

𝑚=4

𝑗=1

)

𝑆

]
1

𝐷𝑆
4 

− [𝑓𝑑
𝐿𝑑

𝐷𝑑
+ (∑ 𝐾𝑗

𝑚=4

𝑗=1

− 1)

𝑑

]
1

𝐷𝑑
4 
}

8𝑄2

𝜋2 𝑔
 

 

 

𝐻𝑁 = 𝑍𝐵 + (𝑓
𝐿

𝐷
+ ∑ 𝐾𝑗

𝑚=4

𝑗=1

)
�̅�2

2

2𝑔
 

 

𝐻𝑁 = 𝑍𝐵 + (𝑓
𝐿

𝐷
+ ∑ 𝐾𝑗

𝑚=4

𝑗=1

)
8𝑄2

𝜋2𝐷2
4 𝑔
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𝐻𝑁 = 𝑍𝐶 + (𝑓
𝐿

𝐷
+ ∑ 𝐾𝑗

𝑚=4

𝑗=1

)
�̅�2

2

2𝑔
 

 

𝐻𝑁 = 𝑍𝐶 + (𝑓
𝐿

𝐷
+ ∑ 𝐾𝑗

𝑚=4

𝑗=1

)
8𝑄2

𝜋2𝐷3
4 𝑔

 

 

 De acuerdo al valor de cada coeficiente de accesorio se hace una sumatoria 

de coeficientes de cada tubería, dando como resultado lo siguiente:  

 

∑𝐾𝑆 = 13.99 

∑𝐾𝑑 = 6.64 

∑𝐾2 𝑦 3 = 13.6
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Se sustituyen los valores de K en cada ecuación de 𝐻𝑁: 

Punto A-N:  

𝐻𝑁 = 𝑍𝐴 +  𝐶𝐷𝑇 − {[𝑓𝑠
𝐿𝑆

𝐷𝑆
+ (∑ 𝐾𝑗

𝑚=4

𝑗=1

)

𝑆

]
1

𝐷𝑆
4 

− [𝑓𝑑
𝐿𝑑

𝐷𝑑
+ (∑ 𝐾𝑗

𝑚=4

𝑗=1

− 1)

𝑑

]
1

𝐷𝑑
4 
}

8𝑄2

𝜋2 𝑔
 

 

𝐻𝑁 = 1.5 + (𝐴𝑄𝑛 + 𝐵𝑄 + 𝐶) − {[𝑓𝑠
5

0.08280
+ 13.99]

1

0.082804 
− [𝑓𝑑

13

0.05512
+ 6.64 − 1]

1

0.055124 
}
8(0.004)2

𝜋2  ∗ 9.81
 

 

𝐻𝑁 = 1.5 + (𝐴𝑄𝑛 + 𝐵𝑄 + 𝐶)  − {[𝑓𝑠 ∗ 60.39 + 13.99] ∗ 21275.45 − [𝑓𝑑 ∗ 235.85 + 5.64] ∗ 108333.60} ∗ 0.0000013220 

 

𝐻𝑁 = 1.5 + (𝐴𝑄𝑛 + 𝐵𝑄 + 𝐶) − {[𝑓𝑠 ∗ 60.39 + 13.99] ∗ 0.02813 − [𝑓𝑑 ∗ 235.85 + 5.64] ∗ 0.14322} 

 

Punto N-B y N-C:  

𝐻𝑁 = 𝑍𝐵 + (𝑓
𝐿

𝐷
+ ∑ 𝐾𝑗

𝑚=4

𝑗=1

)
8𝑄2

𝜋2𝐷2
4 𝑔

 

𝐻𝑁 = 11.5 + (𝑓
10

0.04369
+ 13.6) ∗

8(0.002)2

𝜋2 ∗ (0.04369)4 ∗ 9.81
 

 

𝐻𝑁 = 11.5 + (𝑓 ∗  228.89 + 13.6) ∗  0.091
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y = -217714x2 + 870.86x + 19.943
R² = 0.9916

0

5

10

15

20

25

0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008

H
N

(m
)

Q (m3)

Bomba Berkeley de 2 hp, pág. 47, Diám. 6.56"

Tabla  1: Ecuación de la curva característica de la bomba. 

Ilustración 7: Curva característica de la bomba seleccionada. 
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𝐻𝑁 = 1.5 + (−217714𝑄1
2 + 870.86𝑄1 + 19.943)  − {[𝑓𝑠 ∗ 60.39 + 13.99] ∗ 0.02813 − [𝑓𝑑 ∗ 235.85 + 5.64] ∗ 0.14322} 

𝐻𝑁 = 11.5 + (𝑓 ∗  228.89 + 13.6) ∗  0.091 

𝐻𝑁 = 11.5 + (𝑓 ∗  228.89 + 13.6) ∗  0.091 

 

Como la gráfica de la curva de la bomba (ilustración 13) da un 99% de 

compatibilidad utilizamos la ecuación dada como (𝐴𝑄2 + 𝐵𝑄 + 𝐶), por lo tanto, se utilizan 

esos datos para graficar el método grafo analítico:  

0

5

10

15

20

25

30

35

40

0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009

H
N

=m
 

Q=lps

Método Grafo-Analítico

HN 1

HN2

HN3

Horizontal

Vertical Q2

Vertical Q3

Vertical Q1

Suma Q2 Y Q3

Tabla  2: Método grafo analítico del problema uno. 



pág. 53 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tubería 3 

Q HN 

0.001 11.9923691 

0.002 13.4321046 

0.003 15.7631483 

0.004 19.0415583 

0.005 23.2252912 

0.006 28.3283614 

0.007 34.3671191 

Tubería 2 

Q HN 

0.001 6.99236913 

0.002 8.43210456 

0.003 10.7631483 

0.004 14.0415583 

0.005 18.2252912 

0.006 23.3283614 

0.007 29.3671191 

Tubería 1 

Q HN 

0.001 21.9942914 

0.002 21.3161309 

0.003 19.8934528 

0.004 17.7418864 

0.005 15.1320301 

0.006 10.8678517 

0.007 5.85984642 

Suma Q2 Y Q3  

Q HN  

0.003 10.76 

0.0043 12 

0.0054 13 

0.00625 14 

0.00695 15 

0.00745 16 

Q  fs fd f2 y f3 

0.001 0.031 0.031 0.0312 

0.002 0.028 0.029 0.03 

0.003 0.027 0.028 0.0288 

0.004 0.026 0.027 0.0285 

0.005 0.025 0.0269 0.0282 

0.006 0.0249 0.0267 0.028 

0.007 0.0247 0.02655 0.0279 

𝑸𝟏  

(m3/s) 

𝑸𝟏 

(lps)  

0.0054 5.40 

𝑸𝟐 

(m3/s) 

𝑸𝟐 

(lps)   

0.0037 3.70 

𝑸𝟑  

(m3/s) 

𝑸𝟑  

(lps) 

0.0017 1.70 
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Formulas utilizadas en el método de matrices Jacobianas:  

𝐹1 = [5190627𝑓3 + 249451.29]𝑄3
2 + [106160.76𝑓𝑠 + 2111154.67𝑓𝑑 + 307365.97] 𝑄1

2  −  870.86𝑄1 − 6.94 = 0 

𝐹2 = [5190627.80𝑓3 + 249451.29]𝑄3
2 + [7785828.31𝑓2 + 249451.29]𝑄2

2  −  6.5 = 0 

𝐹3 = 𝑄1 − 𝑄2 − 𝑄3 = 0 

 

 

 

1° iteración 

Q1= 0.003 F1= -2.01197473 J11= 1787.47697

Q2= 0.003 F2= 0.82019016 J12= 0

Q3= 0.003 F3= -0.003 J13= 2368.73321 m3/s LPS sumatoria 

fs= 0.027 J21= 0 Q1= 0.00554 5.54

fd= 0.028 J22= 2804.7269 Q2= 0.00361 3.61

f2= 0.028 J23= 2368.73321 Q3= 0.00193 1.93 5.54

f3= 0.028 J31= 1

J32= -1

J33= -1

2° iteración 

Q1= 0.00554 F1= 3.2714451 J11= 4012.45816

Q2= 0.00361 F2= 0.76259745 J12= 0

Q3= 0.00193 F3= 0 J13= 1563.95668 m3/s LPS sumatoria 

fs= 0.025 J21= 0 Q1= 0.00497 4.97

fd= 0.027 J22= 3431.23505 Q2= 0.0037 3.7

f2= 0.029 J23= 1563.95668 Q3= 0.00127 1.27 4.97

f3= 0.03 J31= 1

     J32= -1

J33= -1

3° iteración 

Q1= 0.00497 F1= 0.27181869 J11= 3510.0229

Q2= 0.0037 F2= 0.21953875 J12= 0

Q3= 0.00127 F3= 0 J13= 1029.13211 m3/s LPS sumatoria 

fs= 0.025 J21= 0 Q1= 0.00489 4.89

fd= 0.027 J22= 3516.7783 Q2= 0.00364 3.64

f2= 0.029 J23= 1029.13211 Q3= 0.00125 1.25 4.89

f3= 0.03 J31= 1

     J32= -1

J33= -1

4° iteración 

Q1= 0.00489 F1= -0.02658302 J11= 3439.50567

Q2= 0.00364 F2= -0.01017766 J12= 0

Q3= 0.00125 F3= 0 J13= 1012.92531 m3/s LPS sumatoria 

fs= 0.025 J21= 0 Q1= 0.00489 4.89

fd= 0.027 J22= 3459.74946 Q2= 0.00364 3.64

f2= 0.029 J23= 1012.92531 Q3= 0.00125 1.25 4.89

f3= 0.03 J31= 1

     J32= -1

J33= -1
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Grafo analítico 

(lps) 

Matricial 

(lps) 

𝑸𝟏 = 5.40 𝑸𝟏 = 4.89 

𝑸2 = 3.70 𝑸2 = 3.64 

𝑸3= 1.70 𝑸3= 1.25 
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Problema de redes abiertas número dos. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 Diá. PVC Diá. F.G. 

6” 160.1 mm 154.08 mm 

8” 208.5 mm 219.10 mm 

𝐿𝐶𝐵2 = 50 𝑚 

N 

F.G 8” 

POZO 1 

Pivote (1)  

Po= 45 PSI   

52 m  

 

 

8 m = 𝑁. 𝑅1 

𝐿𝐶𝐵1 = 61 𝑚 

𝑁.𝐷1. 

𝑁. 𝐸1

. 

F.G 6” 

N

N

N

N

N

N 

67 m  

Z3 =63m Pivote (2) 

Po=45 PSI 

Bomba sumergible Groundfos 

Modelo 600S600-4 de 60 HP 

Bomba sumergible Groundfos 

Modelo 375S400-6DS de 40 HP 

Z4 =60m 

POZO 2 

= Z1 

40 m  

𝑁. 𝐸2

. 

𝑁.𝐷2. 0.0 m = 𝑁. 𝑅2 
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y = -32224x2 - 2346.6x + 152.57
R² = 0.9975

0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035

H
N

 (
m

)

Q (m3)

BOMBA GRUNDFOS 375S400-6DS 40 HP 

Tabla  3: ecuación de la bomba pozo uno, problema dos. 

Ilustración 8: Curva característica de la bomba seleccionada. 
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y = 2002.6x2 - 1148.8x + 130.62
R² = 0.9981

0

20

40

60

80

100

120

140

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045

H
N

 (
m

)

Q (m3)

BOMBA GRUNDFOS 600S600-4 60 HP 

Tabla  4: ecuación de la bomba, pozo dos, del problema dos. 

Ilustración 9: Curva característica de la bomba seleccionada, problema dos. 



pág. 59 
 

Formulas utilizadas en el método grafo analítico 

Bomba sumergible del pozo 1: 

 

𝑍1  +  
𝑃1

𝛿
 + 

𝑉1
2̅̅̅̅

2𝑔
 + 𝐶𝐷𝑇1 = 𝑍𝑁  +  

𝑃𝑁

𝛿
 + 

𝑉1
2̅̅̅̅

2𝑔
 + ℎ𝑓𝐶𝐵1

+ ℎ𝑓𝑑1
 

                                                              

 𝐶𝐷𝑇1 = 𝐻𝑁 + ℎ𝑓
𝐶𝐵1

+ ℎ𝑓
𝑑1

   

𝐻𝑁 = 𝐶𝐷𝑇1  −   ℎ𝑓
𝐶𝐵1

 −  ℎ𝑓
𝑑1

  

𝐻𝑁  =  [ 𝐴𝑄1
2  +  𝐵𝑄1 +  𝐶]  +  𝑍1  −  [

8 ∗ 𝐿𝐶𝐵1

𝜋2 ∗ (𝐷𝐶𝐵1)
5 ∗ 9.81

] ∗ 𝑓𝐶𝐵1
∗ 𝑄1

2  −  [
8 ∗ 𝐿𝑑1

𝜋2 ∗ (𝐷𝑑1)
5 ∗ 9.81

] ∗ 𝑓𝑑1
∗ 𝑄1

2 

Se sustituyen los valores de longitudes y diámetros internos expresados en la tabla 

(numero). De tal forma la ecuación queda de la siguiente manera:  

𝐻𝑁  = −32224𝑄1
2 − 2346.6𝑄1 +  152.57 +  8 −  [

8 ∗ 52

𝜋2 ∗ (154.08)5 ∗ 9.81
] ∗ 𝑓𝐶𝐵1

∗ 𝑄1
2  −  [

8 ∗ 280

𝜋2 ∗ (160.1)5 ∗ 9.81
] ∗ 𝑓𝑑1

∗ 𝑄1
2 

Se simplifica la formula al realizar las operaciones en los paréntesis con la finalidad que 

queden únicamente las variables en incógnitas para al momento de introducir la formula 

en EXCEL se sustituyan los valores con las casillas correspondientes:  

𝐻𝑁  =  −32224𝑄1
2  −  2346.6𝑄1 +  160.57 −  [58038.97] ∗ 𝑓𝐶𝐵1

∗ 𝑄1
2  −  [219949.31] ∗ 𝑓𝑑1

∗ 𝑄1
2 

 

Bomba sumergible del pozo 2: 

 

𝑍2  + 
𝑃2

𝛿
 + 

𝑉2
2̅̅̅̅

2𝑔
 + 𝐶𝐷𝑇2 = 𝑍𝑁  +  

𝑃𝑁

𝛿
 + 

𝑉2
2̅̅̅̅

2𝑔
 + ℎ𝑓𝐶𝐵2

+ ℎ𝑓2 

 

                                                                        

𝐶𝐷𝑇2 = 𝐻𝑁 + ℎ𝑓
𝐶𝐵2

+ ℎ𝑓
𝑑2

 

𝐻𝑁 = 𝐶𝐷𝑇2  −   ℎ𝑓
𝐶𝐵2

 −  ℎ𝑓
2
  

0 0 0 

0 0 0 0 
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𝐻𝑁  =  [ 𝐴𝑄2
2  +  𝐵𝑄2 +  𝐶]  +  𝑍2  − [

8 ∗ 𝐿𝐶𝐵2

𝜋2 ∗ (𝐷𝐶𝐵2)
5
∗ 9.81

] ∗ 𝑓
𝐶𝐵2

∗ 𝑄2
2  −  [

8 ∗ 𝐿𝑑2

𝜋2 ∗ (𝐷𝑑2
)
5
∗ 9.81

] ∗ 𝑓
𝑑2

∗ 𝑄2
2 

𝐻𝑁  =  [2002.6𝑄2
2  −  1148.8𝑄2 +  130.62] − [

8 ∗ 40

𝜋2 ∗ (219.1)
5
∗ 9.81

] ∗ 𝑓𝐶𝐵2
∗ 𝑄2

2  −  [
8 ∗ 394

𝜋2 ∗ (208.5)
5
∗ 9.81

] ∗ 𝑓𝑑2
∗ 𝑄2

2 

 

𝐻𝑁  =  [2002.6𝑄2 
2 −  1148.8𝑄2 +  130.62] − [8182.37] ∗ 𝑓𝐶𝐵2

∗ 𝑄2
2  − [82620.37] ∗ 𝑓𝑑2

∗ 𝑄2
2 

 

Línea 3:  

 

𝑍𝑁  +  
𝑃𝑁

𝛿
 + 

𝑉3
2̅̅̅̅

2𝑔
 =  𝑍3  +  

𝑃3

𝛿
 + 

𝑉3
2̅̅̅̅

2𝑔
 + ℎ𝑓3 

𝐻𝑁  =  𝑍3  +  
𝑃3

𝛿
 + ℎ𝑓

3
 

𝐻𝑁  =  𝑍3  +  
𝑃3

𝛿
 + (

8 ∗ 413

𝜋2 ∗ (160.1)5 ∗ 9.81
) ∗ 𝑓3 ∗ 𝑄3

2 

𝐻𝑁  =  63 +   28.13 + (324425.23)  ∗ 𝑓3 ∗ 𝑄3
2 

 

Línea 4:  

 

𝑍𝑁  +  
𝑃𝑁

𝛿
 + 

𝑉4
2̅̅̅̅

2𝑔
 =  𝑍4  +  

𝑃4

𝛿
 + 

𝑉4
2̅̅̅̅

2𝑔
 + ℎ𝑓4 

𝐻𝑁  =  𝑍4  +  
𝑃4

𝛿
 + ℎ𝑓

4
 

𝐻𝑁  =  𝑍4  +  
𝑃4

𝛿
 + (

8 ∗ 320

𝜋2 ∗ (208.5)5 ∗ 9.81
) ∗ 𝑓4 ∗ 𝑄4

2 

𝐻𝑁 =  60 +  31.65 + (67102.84) ∗ 𝑓4 ∗ 𝑄4
2 

 

 

0 0 

0 0 
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LÍNEA 2 

Q HN  

0 130.62 

0.005 124.87324 

0.01 119.1482 

0.015 113.46347 

0.02 107.81449 

0.025 102.223142 

 0.03 96.621324 

0.035 91.156591 

0.04 85.7727197 

 

 

LÍNEA 1 

  Q HN  

0 160.57 

0.005 147.874154 

0.01 133.330207 

0.015 116.992001 

0.02 98.8531971 

0.025 78.9412137 

0.03 57.1041478 

0.035 33.6994168 

0.04 8.36348842 

LÍNEA 3 

Q HN  

0 91.13 

0.005 91.3084339 

0.01 91.7464079 

0.015 92.3709265 

0.02 93.2063215 

0.025 94.1714865 

0.03 95.5097406 

0.035 96.6938927 

0.04 98.3971252 

LÍNEA 4 

Q HN  

0 91.65 

0.005 91.68858413 

0.01 91.78420568 

0.015 91.9217665 

0.02 92.10629931 

0.025 92.3210284 

0.03 92.6162809 

0.035 92.88301469 

0.04 93.15310362 

Suma de Q3 Y Q4 

 Q HN  

0.015 91.92 

0.029 92 

0.045 92.5 

0.055 93 

0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

H
N

Q

MÉTODO GRAFO-ANALÍTICO

LÍNEA 2

LÍNEA 1

LÍNEA 3

LÍNEA 4

Horizontal

Suma de Q3 Y Q4

Suma de Q1 Y Q2

Vertical Q3

Vertical Q4

Vertical Q1

Tabla  5: Método grafo analítico del problema dos. 
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Q fcb2 fd2 fcb1 fd1 f3 f4 

0 0 0 0 0 0 0 

0.005 0.026 0.023 0.025 0.022 0.022 0.023 

0.01 0.023 0.02 0.023 0.019 0.019 0.02 

0.015 0.022 0.018 0.022 0.017 0.017 0.018 

0.02 0.021 0.017 0.021 0.016 0.016 0.017 

0.025 0.02 0.016 0.021 0.015 0.015 0.016 

0.03 0.02 0.016 0.021 0.015 0.015 0.016 

0.035 0.019 0.015 0.021 0.014 0.014 0.015 

0.04 0.019 0.014 0.02 0.014 0.014 0.014 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Suma de Q1 Y Q2 

Q HN  

0.01 133.33 

0.0175 125 

0.023 120 

0.029 115 

0.033 110 

0.041 105 

0.047 100 

0.0525 95 

0.064 85 

𝑸𝟏 
(m3/s) 

𝑸𝟏 
(lps) 

0.0215 21.5 

𝑸𝟐 
(m3/s) 

𝑸𝟐 
(lps) 

0.0335 33.5 

𝑸𝟑 
(m3/s) 

𝑸𝟑 
(lps) 

0.019 19 

𝑸𝟒 
(m3/s) 

𝑸𝟒 
(lps) 

0.035 35 
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Formulas utilizadas en el método de matrices Jacobianas: 

𝐹1  =  𝐶𝐷𝑇1   −   𝐻𝑁  −  ℎ𝑓
𝐶𝐵1

 −  ℎ𝑓
𝑑1

 =  0 

  𝐹1 = −  (𝑍4  +  
𝑃4

𝛿
 + ℎ𝑓

4
)  + (𝐴𝑄1

2  +  𝐵𝑄1 +  𝐶)   − ℎ𝑓
𝐶𝐵1

−  ℎ𝑓
𝑑1

 =  0 

𝐹1 =  −(32224 +  58038.97 ∗  𝑓𝐶𝐵1
 +  219949.31 ∗  𝑓𝑑1

) ∗  𝑄1
2  − 2346.6 𝑄1  + 68.92 − 67102.84 ∗  𝑓4 ∗ 𝑄4

2 = 0 

 

𝐹2  =  𝐶𝐷𝑇2   −   𝐻𝑁  −   ℎ𝑓
𝐶𝐵2

 −  ℎ𝑓
𝑑2

 =  0 

  𝐹2 = −  (𝑍4  +  
𝑃4

𝛿
 + ℎ𝑓

4
)  + (𝐴𝑄2

2  +  𝐵𝑄2 +  𝐶)   − ℎ𝑓
𝐶𝐵2

−  ℎ𝑓
𝑑2

 =  0 

  𝐹2 = (2002.6 −  8182.37 ∗ 𝑓𝐶𝐵2
−  82620.37 ∗ 𝑓𝑑2

) ∗ 𝑄2
2  − 1148.8 𝑄2  + 39.02 − 67102.84 ∗  𝑓4 ∗ 𝑄4

2 = 0 

 

 𝐹3 = 𝑍3  +   
𝑃3

𝛿
 −𝐻𝑁  +  ℎ𝑓3 = 0 

𝐹3 = −0.52 −  67102.84 ∗ 𝑓4 ∗ 𝑄4
2  +  324425.23 ∗ 𝑓3 ∗ 𝑄3

2 = 0 

 

 

𝐹4 = 𝑄1 + 𝑄2  −  𝑄3 − 𝑄4 =  0 
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1 iteración 

Q1= 0.03 F1= -38.4090129 J11= -4703.9871 m3 por seg LPS

Q2= 0.03 F2= -0.93205884 J12= 0 Q1= 0.02178 21.78

Q3= 0.03 F3= 5.72936122 J13= 0 Q2= 0.02917 29.17

Q4= 0.03 F4= 0 J14= -104.68043 Q3= 0.01871 18.71

fcb1= 0.027 J21= 0 Q4= 0.03225 32.25

fd1= 0.025 J22= -1410.79016

fcb2= 0.028 J23= 0

fd2= 0.026 J24= -104.68043

f3= 0.025 J31= 0

f4= 0.026 J32= 0

J33= 486.637845

J34= -104.68043

J41= 1

J42= 1

J43= -1

J44= -1

2 iteración 

Q1= 0.02178 F1= -0.83921464 J11= -3956.66504 m3 por seg LPS

Q2= 0.02917 F2= 1.44813368 J12= 0 Q1= 0.02152 21.52

Q3= 0.01871 F3= 0.70045566 J13= 0 Q2= 0.03 30

Q4= 0.03225 F4= -1E-05 J14= -69.2501309 Q3= 0.01622 16.22

fcb1= 0.021 J21= 0 Q4= 0.03538 35.38

fd1= 0.016 J22= -1351.50003

fcb2= 0.02 J23= 0

fd2= 0.016 J24= -69.2501309

f3= 0.016 J31= 0

f4= 0.016 J32= 0

J33= 194.239874

J34= -69.2501309

J41= 1

J42= 1

J43= -1

J44= -1

3 iteración 

Q1= 0.02152 F1= 0.04374394 J11= -3937.4448 m3 por seg LPS

Q2= 0.03 F2= 0.18070995 J12= 0 Q1= 0.02152 21.52

Q3= 0.01622 F3= 0.10570617 J13= 0 Q2= 0.0301 30.1

Q4= 0.03538 F4= -8E-05 J14= -71.2229544 Q3= 0.01583 15.83

fcb1= 0.021 J21= 0 Q4= 0.03587 35.87

fd1= 0.016 J22= -1357.2904

fcb2= 0.02 J23= 0

fd2= 0.016 J24= -71.2229544

f3= 0.016 J31= 0

f4= 0.015 J32= 0

J33= 168.389671

J34= -71.2229544

J41= 1

J42= 1

J43= -1

J44= -1
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Grafo analítico 

(lps) 

Matricial 

(lps) 

𝑸𝟏 = 21.50 𝑸𝟏 = 21.52 

𝑸2 = 33.50 𝑸2 = 30.10 

𝑸3= 19.00 𝑸3= 15.81 

𝑸4=35.00 𝑸4=35.89 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4 iteración 

Q1= 0.02152 F1= 0.00860302 J11= -3937.4448 m3 por seg LPS

Q2= 0.0301 F2= 0.00980511 J12= 0 Q1= 0.02152 21.52

Q3= 0.01583 F3= 0.0056828 J13= 0 Q2= 0.0301 30.1

Q4= 0.03587 F4= -8E-05 J14= -72.2093661 Q3= 0.01581 15.81

fcb1= 0.021 J21= 0 Q4= 0.03589 35.89

fd1= 0.016 J22= -1357.98803

fcb2= 0.02 J23= 0

fd2= 0.016 J24= -72.2093661

f3= 0.016 J31= 0

f4= 0.015 J32= 0

J33= 164.340845

J34= -72.2093661

J41= 1

J42= 1

J43= -1

J44= -1
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Problema de redes abiertas número tres 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Dia. PVC Dia. F.G. 

4”- 108.7 mm  6”- 154.08 mm  

5”- 134.3 mm   

Zc =75m 

N 

F.G 6” 

5 m  

= ZA 

POZO 

Depósito B  

Pivote (C)  

Po= 30 PSI   

60 m  

 

 

10 m = N.R. 

𝐿𝐶𝐵1 = 75 𝑚 

N.D. 

N.E

. 

F.G 6” 

63 m  

ZB=65m 

N

N

N

N

N

N 

67 m  

ZD =80m 

Sis. aspersión  

Po=30 PSI 

Bomba sumergible Berkeley 

Modelo 7T-350 de 40 HP 

Bomba centrifuga Berkeley 

Modelo B3EPBL de 60 HP 
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y = -25605x2 + 742.29x + 102.5
R² = 0.9915

0

20

40

60

80

100

120

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

H
N

 (
m

)

Q (m3)

BOMBA BERKELEY 60 HP ,PÁG 86

Tabla  6: Ecuación de la bomba centrifuga seleccionada del problema tres. 

Ilustración 10: Curva característica de la bomba seleccionada del problema tres. 
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Ilustración 11: Bomba Centrifuga Berkeley, Modelo B3EPBL de 60 HP. 9.250” Dia.  

y = -156642x2 - 347.98x + 182.89
R² = 0.9971

0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

200

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

H
N

 (
m

)

Q (m3)

BOMBA BERKELEY, 40 HP, PÁG 19.03

Tabla  7: Ecuación de la bomba sumergible del problema tres. 
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Ilustración 12: Curva característica de la bomba sumergible del problema tres. 
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HP Stages Motos 
Size 

P 
length 

M* 
length 

MD* 
dia. 

Mtr. 
wt. 

Pump 
wt. 

40 6 6” 52.44 40.81 5.38 195 183 

Ilustración 13: Bomba sumergible Berkeley. Modelo 7T-350. 40 HP  
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Linea 1 

Q HN  

0 112.5 

0.004 114.298028 

0.008 114.185644 

0.012 112.162849 

0.016 108.517544 

0.02 103.437114 

0.024 95.8453497 

0.028 88.1305524 

0.032 77.2771917 

0.036 67.4033578 

0.04 53.5260665 

0.044 38.0136162 

Linea 2 

Q HN  

0 246.35 

0.004 243.668292 

0.008 233.963305 

0.012 218.906577 

0.016 198.454871 

0.02 172.387511 

0.024 141.360132 

0.028 104.518649 

0.032 63.1556058 

Linea 3 

Q HN  

0 96.09 

0.004 96.3076865 

0.008 96.8420081 

0.012 97.603911 

0.016 98.6230798 

0.02 100.047937 

0.024 101.433215 

0.028 103.36271 

0.032 104.955779 

0.036 107.310752 

0.04 109.94278 

0.044 111.654588 

0.048 114.613146 

0.052 117.82897 

0.056 121.30206 

0.06 125.032415 

Linea 4 

Q HN  

0 104.61 

0.004 104.958165 

0.008 105.812753 

0.012 107.031332 

0.016 108.661378 

0.02 110.940279 

0.024 113.155876 

0.028 116.241887 

0.032 118.789824 

0.036 122.55634 

0.04 126.765976 

0.044 129.503821 

0.048 134.235704 

0.052 139.379056 

0.056 144.933875 

0.06 150.900163 

0

50

100

150

200

250

300

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

Método Grafo-Analítico

Linea 1

Linea 2

Linea 3

Linea 4

Horizontal

Suma Q1 Y Q2

Suma Q3 Y Q4

Vertical Q1

Vertical Q3

Vertical Q2

Vertical Q4

Q TOTAL

Tabla  8: Método grafo analítico del problema tres. 
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Q fcb1 fd1 fs fd2 f3 f4 

0 0 0 0 0 0 0 

0.004 0.026 0.021 0.026 0.022 0.022 0.022 

0.008 0.023 0.018 0.023 0.019 0.019 0.019 

0.012 0.022 0.017 0.022 0.017 0.017 0.017 

0.016 0.021 0.016 0.021 0.016 0.016 0.016 

0.02 0.021 0.015 0.021 0.016 0.016 0.016 

0.024 0.022 0.015 0.022 0.015 0.015 0.015 

0.028 0.021 0.014 0.021 0.015 0.015 0.015 

0.032 0.021 0.014 0.021 0.014 0.014 0.014 

0.036 0.021 0.013 0.021 0.014 0.014 0.014 

0.04 0.021 0.013 0.021 0.014 0.014 0.014 

0.044 0.02 0.013 0.02 0.013 0.013 0.013 

0.048 0.02 0.013 0.02 0.013 0.013 0.013 

0.052 0.02 0.013 0.02 0.013 0.013 0.013 

0.056 0.02 0.013 0.02 0.013 0.013 0.013 

0.06 0.02 0.013 0.02 0.013 0.013 0.013 
 

  

  

 

 

 

Suma Q1 Y Q2 

Q HN 

0.0265 120 

0.035 115 

0.0425 110 

0.048 105 

0.0505 100 

0.053 95 

Suma Q3 Y Q4 

Q HN 

0.03 104 

0.038 105 

0.044 106 

0.046 107 

0.053 108 

0.056 109 

0.059 110 

0.062 111 

0.066 112 

0.069 113 

0.078 114 

0.082 117 

0.098 125 
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𝑸𝟏 
(m3/s) 

𝑸𝟏 
(lps) 

0.016 16.00 

𝑸𝟐 
(m3/s) 

𝑸𝟐 
(lps) 

0.028 28.00 

𝑸𝟑 
(m3/s) 

𝑸𝟑 
(lps) 

0.032 32.00 

𝑸𝟒 
(m3/s) 

𝑸𝟒 
(lps) 

0.011 11.00 
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Formulas utilizadas para el método de matrices jacobianas  

Bomba sumergible: 

 

𝑍𝐴  +  
𝑃𝐴

𝛿
 + 

𝑉𝐴
2̅̅̅̅

2𝑔
 + 𝐶𝐷𝑇1 = 𝑍𝑁  +  

𝑃𝑁

𝛿
 + 

𝑉𝑁
2̅̅̅̅

2𝑔
 + ℎ𝑓𝐶𝐵1

+ ℎ𝑓𝑑1
 

                                                                                

𝑍𝐴  +  𝐶𝐷𝑇1 = 𝐻𝑁 + ℎ𝑓
𝐶𝐵1

+ ℎ𝑓
𝑑1

  

𝐻𝑁  =  𝐶𝐷𝑇1  + 𝑍𝐴  − ℎ𝑓
𝐶𝐵1

− ℎ𝑓
𝑑1

 

𝐶𝐷𝑇1  + 𝑍𝐴  −  𝐻𝑁  − ℎ𝑓
𝐶𝐵1

− ℎ𝑓
𝑑1

− − − −> 𝐹1  =  0 

 

Bomba centrifuga:  

 

𝑍𝐵  + 
𝑃𝐵

𝛿
 + 

𝑉𝐵
2̅̅̅̅

2𝑔
 + 𝐶𝐷𝑇2 = 𝑍𝑁  + 

𝑃𝑁

𝛿
 + 

𝑉𝑁
2̅̅̅̅

2𝑔
 + ℎ𝑓𝑆2

+ ℎ𝑓𝑑2
 

𝑍𝐵  +  𝐶𝐷𝑇2 = 𝐻𝑁 + ℎ𝑓
𝑆2

+ ℎ𝑓
𝑑2

 

𝐻𝑁  =  𝐶𝐷𝑇2  + 𝑍𝐵  − ℎ𝑓
𝑆2

− ℎ𝑓
𝑑2

 

𝐶𝐷𝑇2  + 𝑍𝐵  − 𝐻𝑁  − ℎ𝑓
𝑆2

− ℎ𝑓
𝑑2

− − − −> 𝐹2  =  0 

Línea 3:  

 

𝑍𝑁  +  
𝑃𝑁

𝛿
 + 

𝑉3
2̅̅̅̅

2𝑔
 =  𝑍𝐶  +  

𝑃𝐶

𝛿
 + 

𝑉3
2̅̅̅̅

2𝑔
 + ℎ𝑓3 

𝐻𝑁  =  𝑍𝐶  +  
𝑃𝐶

𝛿
 + ℎ𝑓

3
 

𝑍𝐶 +  
𝑃𝐶

𝛿
 − 𝐻𝑁 + ℎ𝑓

3
=  0 − − − −> 𝐹3  =  0 

 

 

 

 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 



pág. 75 
 

Línea 4:  

 

𝑍𝑁  +  
𝑃𝑁

𝛿
 + 

𝑉4
2̅̅̅̅

2𝑔
 =  𝑍𝐷  +  

𝑃𝐷

𝛿
 + 

𝑉4
2̅̅̅̅

2𝑔
 + ℎ𝑓4 

𝐻𝑁  =  𝑍𝐷  +  
𝑃𝐷

𝛿
 + ℎ𝑓

4
 

𝑍𝐷 +  
𝑃𝐷

𝛿
 − 𝐻𝑁 + ℎ𝑓

4
=  0 − − − −> 𝐹4  =  0 

 

Formulas utilizadas para el método grafo analítico  

 

Bomba sumergible: 

𝐻𝑁  =  𝐶𝐷𝑇1  + 𝑍𝐴  − ℎ𝑓
𝐶𝐵1

− ℎ𝑓
𝑑1

 

𝐻𝑁  =  [𝐴𝑄2  +  𝐵𝑄 +  𝐶]  +  10 −  [
8 ∗ 75

𝜋2 ∗ (0.15408)5 ∗ 9.81
] ∗ 𝑓𝐶𝐵1

∗ 𝑄1
2  −  [

8 ∗ 400

𝜋2 ∗ (0.1087)5 ∗ 9.81
] ∗ 𝑓𝑑1

∗ 𝑄1
2 

 

Bomba centrifuga:  

𝐻𝑁  =  𝐶𝐷𝑇2  + 𝑍𝐵  − ℎ𝑓
𝑠
− ℎ𝑓

𝑑
 

𝐻𝑁  =  [𝐴𝑄2  +  𝐵𝑄 +  𝐶]  +  65 −  [
8 ∗ 5

𝜋2 ∗ (0.15408)5 ∗ 9.81
] ∗ 𝑓𝑠 ∗ 𝑄2

2  −  [
8 ∗ 483

𝜋2 ∗ (0.1343)5 ∗ 9.81
] ∗ 𝑓𝑑2

∗ 𝑄2
2 

 

Línea 3: 

𝐻𝑁  =  𝑍3 +  
𝑃𝐶

𝛿
 + ℎ𝑓

3
 

𝐻𝑁 =  75 +  21.09 + [
8 ∗ 327

𝜋2 ∗ (0.1343)5 ∗ 9.81
] ∗ 𝑓3 ∗ 𝑄3

2 

 

Línea 4:  

𝐻𝑁  =  𝑍4 +  
𝑃𝐷

𝛿
 + ℎ𝑓

4
 

𝐻𝑁 =  80 +  24.61 + [
8 ∗ 523

𝜋2 ∗ (0.1343)5 ∗ 9.81
] ∗ 𝑓4 ∗ 𝑄4

2 

0 0 
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Método de matrices Jacobianas  

 

 

1 iteración 

Q1= 0.03 F1= -66.767165 J11= -4176.4289 m3 por seg LPS

Q2= 0.03 F2= -52.7770687 J12= 0 Q1= 0.01866 18.66

Q3= 0.03 F3= -17.7504585 J13= 0 Q2= 0.02701 27.01

Q4= 0.03 F4= 0 J14= -1543.00544 Q3= 0.02824 28.24

fcb1= 0.027 J21= 0 Q4= 0.01744 17.44

fd1= 0.025 J22= -11179.4858

fs= 0.028 J23= 0

fd2= 0.026 J24= -1543.00544

f3= 0.025 J31= 0

f4= 0.026 J32= 0

J33= 927.641535

J34= -1543.00544

J41= 1

J42= 1

J43= -1

J44= -1

2 iteración 

Q1= 0.01866 F1= -3.88455909 J11= -1488.39037 m3 por seg LPS

Q2= 0.02701 F2= 4.72205674 J12= 0 Q1= 0.01806 18.06

Q3= 0.02824 F3= -5.93552368 J13= 0 Q2= 0.02781 27.81

Q4= 0.01744 F4= -1E-05 J14= -552.000304 Q3= 0.03385 33.85

fcb1= 0.021 J21= 0 Q4= 0.01203 12.03

fd1= 0.015 J22= -9555.35214

fs= 0.021 J23= 0

fd2= 0.015 J24= -552.000304

f3= 0.015 J31= 0

f4= 0.016 J32= 0

J33= 523.931939

J34= -552.000304

J41= 1

J42= 1

J43= -1

J44= -1



pág. 77 
 

 

 

 

 

3 iteración 

Q1= 0.01806 F1= -0.63305343 J11= -1416.66431 m3 por seg LPS

Q2= 0.02781 F2= -0.65131973 J12= 0 Q1= 0.01793 17.93

Q3= 0.03385 F3= -1.03293634 J13= 0 Q2= 0.02779 27.79

Q4= 0.01203 F4= -1E-05 J14= -404.564157 Q3= 0.03483 34.83

fcb1= 0.021 J21= 0 Q4= 0.0109 10.9

fd1= 0.015 J22= -9828.06217

fs= 0.021 J23= 0

fd2= 0.015 J24= -404.564157

f3= 0.014 J31= 0

f4= 0.017 J32= 0

J33= 586.145765

J34= -404.564157

J41= 1

J42= 1

J43= -1

J44= -1

4 iteración 

Q1= 0.01793 F1= -0.01421054 J11= -1401.12367 m3 por seg LPS

Q2= 0.02779 F2= -0.01913999 J12= 0 Q1= 0.01793 17.93

Q3= 0.03483 F3= -0.01451168 J13= 0 Q2= 0.02779 27.79

Q4= 0.0109 F4= -1E-05 J14= -366.562702 Q3= 0.03484 34.84

fcb1= 0.021 J21= 0 Q4= 0.01088 10.88

fd1= 0.015 J22= -9821.24442

fs= 0.021 J23= 0

fd2= 0.015 J24= -366.562702

f3= 0.014 J31= 0

f4= 0.017 J32= 0

J33= 603.11542

J34= -366.562702

J41= 1

J42= 1

J43= -1

J44= -1

5 iteración 

Q1= 0.01793 F1= -0.12397084 J11= -1401.12367 m3 por seg LPS

Q2= 0.02779 F2= -0.1289003 J12= 0 Q1= 0.01793 17.93

Q3= 0.03484 F3= -0.11823997 J13= 0 Q2= 0.02779 27.79

Q4= 0.01088 F4= 0 J14= -387.413058 Q3= 0.03484 34.84

fcb1= 0.021 J21= 0 Q4= 0.01088 10.88

fd1= 0.015 J22= -9821.24442

fs= 0.021 J23= 0

fd2= 0.015 J24= -387.413058

f3= 0.014 J31= 0

f4= 0.018 J32= 0

J33= 603.28858

J34= -387.413058

J41= 1

J42= 1

J43= -1

J44= -1



pág. 78 
 

Grafo analítico 

(lps) 

Matricial 

(lps) 

𝑸𝟏 = 16.00 𝑸𝟏 = 17.93 

𝑸2 = 28.00 𝑸2 = 27.79 

𝑸3= 32.00 𝑸3= 34.84 

𝑸4=11.00 𝑸4=10.88 
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Problema de redes abiertas número cuatro 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 Diá. PVC Diá. F.G. 

6” 160.1 mm -------------- 

8” 208.5 mm 219.1 mm 

N 

POZO 1 

Pivote (1)  

Po= 35 PSI   

60 m  

 

 

𝐿𝐶𝐵 = 130 𝑚 

𝑁.𝐷. 

𝑁. 𝐸

. 

F.G 8” 

N

N

N

N

N

N 

85 m =𝑍𝑁 

Z3 =100.61m 

Pivote (2) 

Po=30 PSI 

Bomba Berkeley  

Modelo B4EPBM de 75 HP.  

 

Z4 =105.09m 
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Aplicación de la Ecuación de Bernoulli del punto 1-N: 

 

𝑍1  +  
𝑃1

𝛿
 + 

𝑉1
2̅̅̅̅

2𝑔
 +  𝐶𝐷𝑇 =  𝑍𝑁  +  

𝑃𝑁

𝛿
 + 

𝑉1
2̅̅̅̅

2𝑔
 + ℎ𝑓𝐶𝐵 + ℎ𝑓𝑑 

                                                         

𝐶𝐷𝑇 = 𝐻𝑁 + ℎ𝑓
𝐶𝐵

+ ℎ𝑓
𝑑
 

 

𝐻𝑁 = 𝐶𝐷𝑇 − ℎ𝑓
𝐶𝐵

 −  ℎ𝑓
𝑑
 

 

Aplicación de la Ecuación de Bernoulli del punto 2-N y 3-N: 

 

𝑍𝑁  +  
𝑃𝑁

𝛿
 + 

𝑉2
2̅̅̅̅

2𝑔
 + =  𝑍2  + 

𝑃2

𝛿
 + 

𝑉2
2̅̅̅̅

2𝑔
 + ℎ𝑓2 

𝐻𝑁 = 𝑍2  + 
𝑃2

𝛿
 + ℎ𝑓

2
 

 

𝐻𝑁 = 𝑍3  + 
𝑃3

𝛿
 + ℎ𝑓

3
 

 

 

  

 

0 0 0 0 

0 0 
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Tabla  9: Ecuación de la bomba seleccionada del problema cuatro. 

y = -18598x2 - 719.55x + 317.4
R² = 1

0

50

100

150

200

250

300

350

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

H
N

 (
m

)

Q (m3)

Bomba Berkeley, 75 hp, pág. 90

Ilustración 14: Curva característica de la bomba seleccionada, problema cuatro. 
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Tubería 1 

Q Hn 

0 317.3 

0.01 308.215338 

0.02 294.807051 

0.03 277.108042 

0.04 256.529229 

0.05 230.16387 

0.06 200.918793 

0.066 181.422925 

0.0757 153.034093 

0.082 134.118989 

Tubería 2 

Q Hn 

0 89.61 

0.01 96.4195129 

0.02 113.280462 

0.03 138.885637 

0.04 172.654058 

0.05 214.222233 

0.06 263.318961 

0.066 296.304873 

0.0757 361.005062 

0.082 404.039106 

Tubería 3 

Q Hn 

0 101.61 

0.01 105.132645 

0.02 113.824351 

0.03 126.98662 

0.04 144.368146 

0.05 165.728366 

0.06 190.94059 

0.066 207.881816 

0.0757 238.059179 

0.082 259.49732 

60

125

190

255

320

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

Método Grafo-Analítico

Hn1

Hn 2

Hn 3

Horizontal

Suma de Q2+Q3

Vertical Q2

Vertical Q3

Vertical Q1

Tabla  10: Método grafo analítico del problema cuatro. 
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Suma de Q2+Q3 

Q Hn 

0.013 101.61 

0.025 105 

0.034 110 

0.04 115 

0.0465 120 

0.0525 125 

0.0585 130 

0.063 135 

0.0675 140 

0.072 145 

0.08 155 

0.0836 160 

0.0872 165 

Q fcb fd f2  f3 

0 0 0 0 0 

0.01 0.022731 0.019787 0.018003 0.018685 

0.02 0.020849 0.0170836 0.015645 0.016197 

0.03 0.020073 0.015751 0.014475 0.014956 

0.04 0.001964 0.0148986 0.013722 0.014175 

0.05 0.01936 0.0142838 0.013178 0.013604 

0.06 0.019163 0.013809 0.012757 0.013162 

0.066 0.01907 0.01357 0.012545 0.0129406 

0.0757 0.018948 0.01323 0.012521 0.01263 

0.082 0.018883 0.01304 0.012363 0.012455 

𝑄1 𝑄1 

(m3/s) (lps) 

0.077 77 

𝑄2 𝑄2 

(m3/s) (lps) 

0.033 33 

𝑄3 𝑄3 

(m3/s) (lps) 

0.042 42 
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Método de matrices Jacobianas 

 

 

 

Grafo analítico 

(lps) 

Matricial 

(lps) 

𝑸𝟏 = 77.00 𝑸𝟏 = 76.27 

𝑸2 = 33.00 𝑸2 = 33.33 

𝑸3= 42.00 𝑸3= 42.94 

 

 

 

 

1° iteración 

Q1= 0.003 F1= -150.285 J11= 1966.43

Q2= 0.003 F2= 11.8923 J12= 0

Q3= 0.003 F3= -0.03 J13= 1693.36 m3/s LPS sumatoria 

fcb= 0.0193 J21= 0 Q1= 0.08829 88.29

fd= 0.0142 J22= 3285.04 Q2= 0.03723 37.23

f2= 0.0139 J23= -5643.36 Q3= 0.05106 51.06 88.29

f3= 0.0136 J31= 1

J32= -1

J33= -1

2° iteración 

Q1= 0.003 F1= 5.79 J11= 3845.2

Q2= 0.003 F2= -1.0418 J12= 0

Q3= 0.003 F3= 0 J13= 2266.71 m3/s LPS sumatoria 

fcb= 0.0193 J21= 0 Q1= 0.07524 75.24

fd= 0.0142 J22= 3529.92 Q2= 0.03311 33.11

f2= 0.0139 J23= -2266.71 Q3= 0.04213 42.13 75.24

f3= 0.0136 J31= 1

J32= -1

J33= -1

3° iteración 

Q1= 0.003 F1= 73.62 J11= 4357.47

Q2= 0.003 F2= -5.972 J12= 0

Q3= 0.003 F3= 0 J13= 2618.34 m3/s LPS sumatoria 

fcb= 0.0189 J21= 0 Q1= 0.07627 76.27

fd= 0.0132 J22= 394.79 Q2= 0.03333 33.33

f2= 0.0419 J23= -2618.34 Q3= 0.04294 42.94 76.27

f3= 0.0147 J31= 1

J32= -1

J33= -1
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4.2 Tabla de comparación de caudales con el método grafo analítico versus 

matrices jacobianas.  

Caudal Grafo analítico 

(lps) 

Matrices 

(lps) 

Residuo 

(lps) 

𝑄1 5.40 4.89 0.51 

𝑄2 3.70 3.64 0.06 

𝑄3 1.70 1.25 0.45 

Tabla  11: Tratamiento del problema uno. 

Caudal Grafo analítico 

(lps) 

Matrices 

(lps) 

Residuo 

(lps) 

𝑄1 21.50 21.52 -0.02 

𝑄2 33.50 30.10 3.40 

𝑄3 19.00 15.81 3.19 

𝑄4 35.00 35.89 -0.89 

Tabla  12:  Tratamiento del problema dos. 

Caudal Grafo analítico 

(lps) 

Matrices 

(lps) 

Residuo 

(lps) 

𝑄1 16.00 17.83 -0.83 

𝑄2 28.00 27.79 0.21 

𝑄3 32.00 34.84 -2.84 

𝑄4 11.00 10.88 0.88 

Tabla  13: Tratamiento del problema tres. 
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Caudal Grafo analítico 

(lps) 

Matrices 

(lps) 

Residuo 

(lps) 

𝑄1 77 76.27 0.73 

𝑄2 33 33.33 -0.33 

𝑄3 42 42.94 -0.94 

Tabla  14: Tratamiento del problema cuatro. 

4.3 Prueba estadística de los resultados 

La prueba de independencia ji cuadrado comprueba si es probable que dos 

variables estén o no relacionadas. Tenemos conteos de dos variables nominales o 

categóricas. También tenemos la noción de que ambas no están relacionadas. Esta 

prueba nos da una forma de decidir si esta noción es plausible o no. En este caso se 

utilizó esta prueba con los datos de los caudales medidos y los estimados por el modelo, 

aplicando la formula siguiente:  

𝜒2𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑎𝑑𝑎 = ∑[
(𝑂𝑖 − 𝐸𝑖)

2

𝐸𝑖
]

𝑛

𝑖=1

 

Ecuación  1: Ecuación de Ji cuadrada. 

Donde:  

𝜒2𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑎𝑑𝑎= Ji cuadrada  

𝑂𝑖= Datos observados  

𝐸𝑖= Datos esperados  
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Grafo-analítico 

(lps) 

Matrices  

 (lps) 

Residuo 

(lps) 

Ji Cuadrada 

𝝌𝟐 

4.89 5.40 -0.51 0.04817 

3.64 3.70 -0.06 0.000973 

1.25 1.70 -0.45 0.11911 

21.52 21.50 0.02 0.0000186 

30.10 33.50 -3.40 0.3451 

15.81 19.00 -3.19 0.5356 

35.89 35.00 0.89 0.0221 

17.83 16.00 0.83 0.2093 

27.79 28.00 -0.21 0.001575 

34.84 32.00 2.84 0.25205 

10.88 11.00 -0.88 0.001309 

76.27 77.00 -0.73 0.006921 

33.33 33.00 0.33 0.0033 

42.94 42.00 0.94 0.02104 

  Sumatoria=                1.566566 

Tabla  15: Prueba de Ji cuadrada aplicada a los cuatro tratamientos. 

Ji cuadrada calculada y de tablas, con 13 grados de libertad:  

𝜒𝐶𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑎𝑑𝑎= 
2 1.566566 < 𝜒𝑇𝑎𝑏𝑙𝑎𝐺𝐿=13=

2 22.36 

Por tanto, no se rechaza 𝐻0 con un nivel de significancia 𝛼 = 0.05 



pág. 88 
 

 Los grados de libertad se obtienen con la ecuación de n-1, donde n, es el número 

de datos que se obtuvieron, al tener este dato, se obtiene el valor de la tabla de acuerdo 

al coeficiente 𝛼 = 0.05 y a los grados de libertad.  
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5. Conclusión y recomendaciones 

Se ha validado la hipótesis general con un 95% de eficiencia con datos que expresa 

el método matricial con respecto a un método ya aprobado denominado “nuevo método 

grafo analítico”.  

El método matricial utiliza ecuaciones de la energía del flujo de agua tomando en 

cuenta sus pérdidas de energía aunado con la ecuación de continuidad relacionando el 

contenido de masa que fluye por la red.  

Las ecuaciones que rigen el comportamiento hidráulico son de un flujo permanente 

con un fluido incompresible en régimen turbulento, por lo tanto, su aplicación plantea la 

resolución de un sistema de ecuaciones no lineales y lineales, que establecen el 

equilibrio de energía y masa, dentro de la red.  

La ventaja del método matricial es que agiliza la solución y arroja datos muy precisos, 

es muy importante seleccionar la(s) bomba(s), diámetros y materiales de los conductos 

que sean los más adecuados para llevar los caudales y las presiones correctas que 

requieren los sistemas de riego, sin embargo, es necesario un método ágil y eficaz para 

hacer una buena selección de bombas y diámetros, para tener un diseño óptimo de una 

red y para ello el método matricial es la mejor opción.  

Otra ventaja que se presenta con el método matricial es que toda la solución de 

matrices se efectuó en este trabajo con una calculadora científica utilizada por cualquier 

alumno de ingeniería, sin la necesidad de utilizar aplicaciones con lenguajes de 

programación, como Mathlab, Visual Basic, R studio, C++, entre otros.  
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7. Apéndice  

 

 

 

 

Ilustración 15: Representación del Diagrama de Moody (Fuente extraída de: https://diagramaweb.com/moody/ ). 

https://diagramaweb.com/moody/
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Ilustración 16: Programa de Visual Basic, para determinar el coeficiente de f. 
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Ilustración 17: Coeficientes de rugosidad absoluta. 
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Ilustración 18: Tabla de viscosidad cinemática. 
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Ilustración 19: Coeficientes de perdidas menores. 
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Ilustración 20: Tabla de valores de Ji cuadrada (Fuente extraída de: https://www.monografias.com/trabajos-
pdf5/prueba-chi-cuadrada-estadistica/prueba-chi-cuadrada-estadistica).  

https://www.monografias.com/trabajos-pdf5/prueba-chi-cuadrada-estadistica/prueba-chi-cuadrada-estadistica
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